
Begründung der Metaphysik dur
h logis
heAnalyse der Selbstbezügli
hkeitUwe PetersenZusammenfassung. Denken, das auszog, si
h seiner eigenen Grundlagenzu versi
hern, fand si
h wieder in einem heillosen Widerstreit seiner Ein-si
hten. So erklärte es si
h selbst zu diesem Behufe ungeeignet, ni
ht ah-nend, daÿ es eben in diesem Widerstreit auf si
h selbst und seine ureigenekonstitutive Kraft gestoÿen war. Dieser Situation der Selbstbezügli
hkeitsoll hier dur
h eine ni
ht-klassis
he Logik Re
hnung getragen werden,um für eine Form der spekulativen Erkenntnis Raum zu s
ha�en: einWissen, das seinen Grund ni
ht in der äuÿeren Welt hat, sondern in ei-ner kognitiven Rü
kwendung auf si
h selbst, auf seine eigene Begri�i
h-keit. Dazu werden Te
hniken und Methoden aus der mathematis
hen Lo-gik und Grundlagenfors
hung herangezogen, wo Selbstbezügli
hkeit s
honseit langem eine wi
htige Rolle spielt. Was der Geist will, ist,seinen eigenen Begri� zu errei
hen,aber er selbst verde
kt si
h denselben . . . 1It's the self-referen
e, stupid.21. EinleitungVor rund 75 Jahren hat Rudolf Carnap in einem Aufsatz mit dem Titel�Widerlegung der Metaphysik dur
h logis
he Analyse der Spra
he�3 zueinem S
hlag ausgeholt, der die Metaphysik ein für allemal aus dem Kreisder Wissens
haften verbannen sollte. Die damals no
h relativ junge Dis-ziplin der symbolis
hen Logik war auserkoren, dafür die Mittel zu liefern:
1 [28℄, S. 90 f. Es geht weiter: � ist stolz und voll von Genuÿ, in dieser Entfremdungseiner selbst.�
2 I
h, dieser Band, S. 77; frei na
h Bill Clinton.
3 Kann man im 21. Jahrhundert no
h davon ausgehen, daÿ Carnaps Aufsatz[6℄, zumindest dem Titel na
h, bekannt ist? Wenn ni
ht, so hat wohl der Titel diesesAufsatzes seinen Sinn verfehlt.DILEMMATA: Jahrbu
h der ASFPG 2 (2007), 77�169.



78 uwe petersenDur
h die Entwi
klung der modernen Logik ist es mögli
h ge-worden, auf die Frage na
h der Gültigkeit und Bere
htigung derMetaphysik eine neue und s
härfere Antwort zu geben. Die Unter-su
hungen der �angewandten Logik� oder �Erkenntnistheorie�, diesi
h die Aufgabe stellen, dur
h logis
he Analyse den Erkenntnis-gehalt der wissens
haftli
hen Sätze und damit die Bedeutungder in den Sätzen auftretenden Wörter (�Begri�e�) klarzustel-len, führen zu einem positiven und zu einem negativen Ergeb-nis. Das positive Ergebnis wird auf dem Gebiet der empiris
henWissens
haft erarbeitet; die einzelnen Begri�e der vers
hiedenenWissens
haftszweige werden geklärt; ihr formal-logis
her und er-kenntnistheoretis
her Zusammenhang wird aufgewiesen. Auf demGebiet der Metaphysik (eins
hlieÿli
h aller Wertphilosophie undNormwissens
haft) führt die logis
he Analyse zu dem Ergebnis,daÿ die vorgebli
hen Sätze dieses Gebietes gänzli
h sinnlos sind.Damit ist eine radikale Überwindung der Metaphysik errei
ht,die von den früheren antimetaphysis
hen Standpunkten aus no
hni
ht mögli
h war.4�Sinnlos� wird dabei von Carnap folgendermaÿen näher bestimmt:Im strengen Sinn sinnlos ist [. . .℄ eine Wortreihe, die innerhalbeiner bestimmten, vorgegebenen Spra
he gar keinen Satz bildet.5Damit läÿt si
h nun der Titel von Carnaps Aufsatz wie folgt modi�zie-ren: �Überwindung der Metaphysik dur
h logis
he Analyse ihrer Sätze(Wortreihen) innerhalb einer bestimmten vorgegebenen Spra
he�.Aber dann ergibt si
h sofort die Frage: Was ist mit anderen, ni
htvorgegebenen Spra
hen? Und weiter: Wer gibt überhaupt die Spra
he vor,und aufgrund wel
her Autorität? Rei
ht es aus, eine bestimmte Spra
hezu �nden, in der metaphysis
he Sätze ungrammatikalis
h sind? Ist es ni
htnötig, den Rei
htum der mögli
hen Spra
hen in Betra
ht zu ziehen?Das wird uns no
h etwas weiter unten bes
häftigen. Vorher aber willi
h auf die Spra
he eingehen, die Carnap bei seinem Kriterium der Sinn-losigkeit im Auge hatte.Carnap greift auf eine ma
htvolle Entwi
klung der Logik seit der Mit-te des 19. Jahrhunderts zurü
k, die auÿer ihrer intendierten Anwendung
4 [6℄, S. 219 f.
5 Ebd., S. 220.
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h ein bemerkenswertes, und für die herkömmli
he Au�assung keines-wegs willkommenes, Resultat hatte. Na
hdem Frege die Logik zu einemfunktionstü
htigen Werkzeug ausgebaut und für eine logis
he Grundle-gung der Arithmetik eingesetzt hatte, entde
kte Russell, daÿ si
h damitni
ht nur arithmetis
he Wahrheiten beweisen lassen, sondern au
h Wider-sprü
he. Sein Rezept zur Vermeidung sol
her beweisbaren Widersprü
hewar eine Unters
heidung von Typen,6 die dann als �einfa
he Typentheorie�in die Ges
hi
hte eingegangen ist. In der Spra
he dieser Typentheorie hatman Zei
hen für Variablen vers
hiedener Typen zur Verfügung, und dasZei
hen für die Elements
haftsrelation kann nur zwis
hen Zei
hen für Va-riablen bestimmter Typen stehen, wobei insbesondere ausges
hlossen ist,daÿ Zei
hen für Variablen desselben Typs auf beiden Seiten der Element-s
haftsrelation zu stehen kommen. Mit anderen Worten, die Spra
he istso aufgebaut, daÿ unmittelbar an der Syntax erkennbar ist, ob eine Zei-
henreihe ein Satz dieser Spra
he ist oder ni
ht.Eine sol
he Typenunters
heidung dient Carnap als Vorbild für seineAu�assung von sinnlosen Sätzen. In vager Analogie dazu führt er erst�Sphärenunters
heidungen� ein, was ihm dann erlaubt, unliebsame Sätzeals �Sphärenvermengungen� zu brandmarken:Die Ni
htbea
htung des Unters
hiedes sphärenfremder Begri�ebezei
hnen wir als �S p h ä r e n v e rm e n g u n g�.7Sphärenvermengungen sind na
h Carnap die Ursa
he sinnloser Sätze. Un-ter der Übers
hrift �Literatur� führt Carnap dann weiter aus:Eine ausdrü
kli
he Bea
htung hat die genannte Art der Mehr-deutigkeit bisher in der Logik ni
ht gefunden. Sie hat aber einegewisse Verwandts
haft mit der Vielheit der �Suppositionen� ei-nes Wortes, die die S
holastiker zu unters
heiden p�egten [. . .℄.Enger hängt sie jedo
h mit der T y p e n t h e o r i e zusammen, dieRu s s e l l zur Überwindung der logis
hen Paradoxien aufgestelltund in seinem System der Logistik zur Anwendung gebra
ht hat[. . .℄. Russell hat jedo
h diese Theorie nur auf formal-logis
heGebilde angewendet, ni
ht auf ein System der konkreten Begri�e(d. h. genauer: nur auf Variable und logis
he Konstanten, ni
htauf ni
htlogis
he Konstanten). Unsere �Gegenstandssphären� sind
6 Vgl. [46℄, Appendix B. Unten auf S. 107 �ndet si
h ein kurzes Zitat zur Charak-terisierung der Typentheorie in Russells eigenen Worten.
7 [5℄, S. 40.



80 uwe petersendie Russells
hen �Typen�, angewendet auf ni
htlogis
he Begri�e.Somit liegt au
h die Re
htfertigung unserer Unters
heidung derGegenstandssphären [. . .℄ in der Typentheorie[[.]]8Das erlaubt nun eine weitere Modi�zierung des Titels von Carnaps Auf-satz: �Überwindung der Metaphysik dur
h logis
he Analyse ihrer Sätze(Wortreihen) innerhalb einer bestimmten vorgegebenen Spra
he wel
heeine Sphärenvermengung auss
hlieÿt�.Was hat man si
h nun unter einer �Sphärenvermengung� konkret vor-zustellen? Anders gesagt, was sind die Russells
hen �Typen�, �angewendetauf ni
htlogis
he Begri�e�? Carnap gibt folgendes Beispiel:
[[D]]ie Wortreihe [[�Caesar ist eine Primzahl� ist]] syntaxgemäÿ ge-bildet, [. . .℄ ist aber trotzdem sinnlos. �Primzahl� ist eine Ei-gens
haft von Zahlen; sie kann einer Person weder zu- no
h abge-spro
hen werden. Da [[diese Wortreihe]] aussieht wie ein Satz, aberkein Satz ist, ni
hts besagt, weder einen bestehenden no
h einenni
ht bestehenden Sa
hverhalt zum Ausdru
k bringt, so nennenwir diese Wortreihe einen �S
heinsatz�.9Aus Carnaps Si
htwird hier ein Prädikat zwar als Prädikat verwendet, aber als Prä-dikat einer anderen �Sphäre�: es liegt eine Verletzung der Re-geln der sog. �Typentheorie� vor. [. . .℄ Personennamen und Zahl-wörter gehören zu vers
hiedenen logis
hen Sphären, und daherau
h Personenprädikate (z. B. �Feldherr�) und Zahlenprädikate(�Primzahl�).10Und wie erkennt man, daÿ �Caesar� und �Primzahl� zu vers
hiedenen lo-gis
hen Sphären gehören? An der Syntax erkennt man es jedenfalls ni
ht,und daÿ ein Satz wie �Caesar ist keine Primzahl� zu Widersprü
hen führenwürde, zeigt Carnap au
h ni
ht.11 Da muÿ man eben das ri
htige Spra
h-
8 Ebd.
9 [6℄, S. 227 f.
10 Ebd., S. 235.
11 In seinen Grundlagen der Arithmetik (� 56) formuliert es Frege als Mangeleiner Festlegung na
h dem Muster, �einem Begri�e kommt die Zahl 0 zu, wenn keinGegenstand unter ihn fällt�, daÿ wir dur
h sie nie ents
heiden können, �ob einemBegri�e die Zahl J u l i u s Ca e s a r zukomme, ob dieser bekannte Eroberer Gallienseine Zahl ist oder ni
ht.� Deshalb hat Frege Begri�sumfänge eingeführt: Sie erlaubenes ihm, Zahlen dingfest zu ma
hen. Von �Sinnlosigkeit� ist bei Frege jedo
h keine Rede.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 81verständnis haben. Carnap hat das natürli
h, bzw. bildet si
h ein es zuhaben, so wie es si
h für einen Philosophen gehört. Es ist das inhaltli
heWissen, das die Philosophie prägt und sie so überlegen ma
ht. Aber mitder Russells
hen Typentheorie hat das, über eine vage Analogie hinaus,ni
hts mehr zu tun. Deshalb werde i
h Carnaps Idee einer Sphärenunter-s
heidung keine weitere Bea
htung s
henken und dur
h das Konzept derTypenunters
heidung ersetzen, das Carnap ohnehin als Re
htfertigungfür seine Unters
heidung der Gegenstandssphären anführt. Wenn i
h alsoim folgenden Carnap zitiere, so sollte �S
heinsatz� im Sinne von �Wort-reihe mit Typenvermengungen� gelesen werden, um die stärkste mögli
heLesart zu erhalten.Wenn unsere These, daÿ die Sätze der Metaphysik S
heinsätzesind, zu re
ht besteht, so würde also in einer logis
h korrekt auf-gebauten Spra
he die Metaphysik gar ni
ht ausgedrü
kt werdenkönnen. Daraus ergibt si
h die groÿe philosophis
he Bedeutsam-keit der Aufgabe des Aufbaus einer logis
hen Syntax[[.]]11Worauf es mir hier vor allem ankommt, ist eine gewisse Unklarheit inder Formulierung: � [[I]]n einer logis
h korrekt aufgebauten Spra
he [[kann]]die Metaphysik gar ni
ht ausgedrü
kt werden�. Das kann auf zwei Artengelesen werden:� Es gibt eine logis
h korrekt aufgebaute Spra
he, in der die Meta-physik ni
ht ausgedrü
kt werden kann.� Es gibt keine logis
h korrekt aufgebaute Spra
he, in der die Meta-physik ausgedrü
kt werden kann.Es kommt darauf an, mit wel
her Betonung man den Satz liest. WasCarnap tatsä
hli
h � ansatzweise zumindest � in Angri� nimmt, ist dieerste Variante, der Aufbau einer logis
hen Syntax. Es s
heint mir aberklar, daÿ Carnaps Anspru
h auf die zweite Variante abzielt, die au
heinfa
h folgendermaÿen formuliert werden kann:� Wenn eine Spra
he logis
h korrekt aufgebaut ist, dann kann dieMetaphysik ni
ht in ihr ausgedrü
kt werden.Dazu muÿ aber präzisiert werden, was überhaupt als � logis
h korrekt auf-gebaute Spra
he� gelten kann. Die Aufgabe einer sol
hen Präzisierung for-muliert Carnap jedo
h ni
ht. Das s
heint für Carnap ni
ht zum Anliegeneiner logis
hen Analyse zu gehören. Hier erö�net si
h aber ein grundsätzli-
hes Problem für jeden Versu
h einer Überwindung, ein Problem, das si
h



82 uwe petersenfür den Versu
h einer Begründung ni
ht stellt. Eine Überwindung der Me-taphysik na
h dem Carnaps
hen Muster erfordert ein Quanti�zieren überalle logis
h korrekt aufgebauten Spra
hen.12 Für eine Begründung würdees ausrei
hen, eine na
h allgemeinen Maÿstäben logis
h korrekt aufgebau-te Spra
he zu �nden, bzw. aufzubauen, in der si
h Metaphysik betreibenläÿt, um Carnaps S
hlag abgewehrt zu haben. Das ist es, worum es hiergeht.Insoweit Carnap glaubt, in metaphysis
hen Aussagen eine Sphären-vermengung entde
ken zu können, mag er ja dur
haus etwas Ri
htigesgetro�en haben. Aber eine Sphärenvermengung auf der Grundlage derTypentheorie als ungrammatikalis
h zu verwerfen, ist solange zu billig,als die Typentheorie ni
ht als einzig sinnvolle Logik na
hgewiesen wordenist. Das war wohl au
h Carnap klar, und so �nden wir folgende Bemer-kung:Die Typentheorie ist zwar ni
ht allgemein anerkannt, aber es istbisher keinem ihrer Gegner gelungen, ein logis
hes System aufzu-weisen, das ohne Verwendung einer Typentheorie imstande wäre,die Widersprü
he (die sog. �Paradoxien�), an denen die alte Logikkrankt, zu vermeiden.13Es mag ja sein, daÿ 1928 niemand in der Lage war, der Typentheorie ein lo-gis
hes System entgegenzusetzen, das ohne Typenunters
heidung imstan-de war, die Paradoxien zu vermeiden. Aber s
hon zwei Jahre später hat�ukasiewi
z seinen unendli
hwertigen Aussagenkalkül vorgestellt, in demdie logis
hen Paradoxien zwar formuliert werden können, aber ni
ht mehrzu beweisbaren kontradiktoris
hen Widersprü
hen führen.14 Sollte Car-nap wirkli
h geglaubt haben, die (einfa
he) Typentheorie stelle das letzte
12 Das läÿt si
h dur
haus mit dem Problem der Ents
heidbarkeit (von Theorien)verglei
hen: der Begri� des Ents
heidungsverfahrens (Algorithmus) muÿ präzise gefaÿtsein, um beweisen zu können, daÿ eine Theorie unents
heidbar ist. Das erfordert einQuanti�zieren über alle Ents
heidungsverfahren. Im Falle der Ents
heidbarkeit vonTheorien wird das bekanntli
h über den Begri� der allgemein-rekursiven Funktion(oder einen äquivalenten Begri�) und die Chur
h-Turing-These errei
ht. Das bedeutetjedo
h ni
ht, daÿ man s
hon die Chur
h-Turing-These brau
ht, um spezielle Algorith-men dur
h rekursive Funktionen zu erfassen.
13 [5℄, S. 40.
14 Vgl. [33℄. Weitere Systeme dieser Art sind im Laufe der vierziger und fünfzigerJahre des letzten Jahrhunderts von Fit
h, A
kermann und S
hütte entwi
kelt worden.Literaturhinweise �nden si
h unter 78.15 in [37℄, S. 1099.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 83Wort in Sa
hen Paradoxienvermeidung dar? Wie au
h immer, Carnap hatseinen Versu
h einer Überwindung der Metaphysik von der Notwendig-keit einer Typenunters
heidung à la Russell zur Vermeidung der logis
henParadoxien abhängig gema
ht und damit implizit eine Ri
htung gewie-sen, in der Metaphysik sinnvoll betrieben werden kann: als Theorie jenerBegri�sbildungen, die unter klassis
hen Bedingungen zu beweisbaren Wi-dersprü
hen führen. Die Widersprü
he, an denen, in Carnaps Worten,�die alte Logik krankt�, stellen ein tief wurzelndes Problem begri�i
henDenkens dar, das ni
ht nur der Fragestellung der Metaphysik zugrunde-liegt, sondern dem Carnap mit seinem Versu
h einer Überwindung derMetaphysik selbst ni
ht entrinnen konnte.Eine Form dieses Problems zeigt si
h im sogenannten Ad-hominem-Argument, das die Praxis des Spre
hers an dessen eigenen Ansprü
henmiÿt.15 Carnap s
heut si
h ni
ht, diese Frage zu stellen:But now it may perhaps be obje
ted: �How about your ownpropositions? In 
onsequen
e of your view your own writings,in
luding this book, would be without sense, for they are nei-ther mathemati
al nor empiri
al, that is veri�able by experien
e.�What answer 
an be given to this obje
tion? This question is de-
isive for the 
onsisten
y of the view whi
h has been explainedhere.16Das ist tatsä
hli
h eine Frage, von deren Beantwortung die Glaubwür-digkeit von Carnaps Ansatz zur Überwindung der Metaphysik abhängt.Zunä
hst einmal beantwortet Carnap diese Frage ni
ht selbst, sonderns
hiebt Wittgenstein vor:An answer to the obje
tion is given by Wittgenstein in hisbook Tra
tatus Logi
o-Philosophi
us. This author has developedmost radi
ally the view that the propositions of metaphysi
s areshown by logi
al analysis to be without sense. How does he replyto the 
riti
ism that in that 
ase his own propositions are alsowithout sense? He replies by agreeing with it. He writes: �Theresult of philosophy is not a number of `philosophi
al proposi-tions,' but to make propositions 
lear� (S. 77). �My propositionsare elu
idatory in this way: he who understands me �nally re
og-
15 Vgl. [12℄, S. 68.
16 [7℄, S. 36.



84 uwe petersennizes them as senseless, when he has 
limbed out through them,on them, over them. (He must so to speak throw away the ladderafter he has 
limbed up on it.) He must surmount these proposi-tions; then he sees the world rightly. Whereof one 
annot speak,thereof one must be silent.� (S. 189).17Worauf es mir hier ankommt, ist der Dreh mit dem �Resultat�: Die Philo-sophie hat ein Resultat, und zu dem kommt man nur, wenn man vergiÿt,wie man dahin gekommen ist. Mit anderen Worten, was Wittgenstein alsPhilosophie propagiert, ist eine Form der Einsi
ht, die mit ihrem eigenenWerdegang auf Kriegsfuÿ steht. Was ma
ht nun Carnap daraus?I, as well as my friends in the Vienna Cir
le, owe mu
h toWittgenstein, espe
ially as to the analysis of metaphysi
s. Buton the point just mentioned I 
annot agree with him. In the �rstpla
e he seems to me to be in
onsistent in what he does. Hetells us that one 
annot state philosophi
al propositions and thatwhereof one 
annot speak, thereof one must be silent; and theninstead of keeping silent, he writes a whole philosophi
al book.Se
ondly, I do not agree with his assertion that all his proposi-tions are quite as mu
h without sense as metaphysi
al proposi-tions are. My opinion is that a great number of his propositions(unfortunately not all of them) have in fa
t sense; and that thesame is true for all propositions of logi
al analysis.18Haben wir eine Antwort erhalten, oder sind wir nur an der Nase herumge-führt worden? Carnap s
heint sehr wohl zu sehen, daÿ Wittgenstein si
hin einer Art von �performative in
onsisten
y� verfangen hat, do
h erfah-ren wir ledigli
h was er davon hält � ohne irgendeine logis
he Analyse.Dafür verspri
ht er
17 Ebd., S. 37. Carnaps Seitenangaben beziehen si
h auf die erste englis
he Über-setzung von Wittgensteins Tra
tatus von 1922. Das erste Wittgenstein-Zitat lautet im(deuts
hen) Original: �Das Resultat der Philosophie sind ni
ht 
philosophis
he Sätze`,sondern das Klarwerden von Sätzen.� ([63℄, S. 48); das zweite: �Meine Sätze erläuterndadur
h, daÿ sie der, wel
her mi
h versteht, am Ende als unsinning erkennt, wenn erdur
h sie � auf ihnen � über sie hinausgestiegen ist. (Er muÿ sozusagen die Leiterwegwerfen, na
hdem er auf ihr hinaufgestiegen ist.) Er muÿ diese Sätze überwinden,dann sieht er die Welt ri
htig. Wovon man ni
ht spre
hen kann, darüber muÿ mans
hweigen.� ([63℄, S. 150).
18 [7℄, S. 37 f.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 85to show a way of formulating the results of logi
al analysis, a waynot exposed to the obje
tion mentioned, and thus to exhibit anexa
t method of philosophy.Im Rü
kbli
k wissen wir, daÿ Carnap dieses Verspre
hen ni
ht hat ein-lösen können. Aber das ist eine andere Ges
hi
hte. Was mi
h hier inter-essiert, ist eine gewisse Unverträgli
hkeit von Reden und Tun, Rhetorikund Praxis, wenn man so will. Deshalb füge i
h hier no
h ein Zitat ausRussells Vorwort zur englis
hen Übersetzung von Wittgensteins Tra
tatusan, in dem Russell ebenfalls auf Wittgensteins Inkonsequenz zu spre
henkommt:Mr Wittgenstein's attitude towards the mysti
al [. . .℄ grows nat-urally out of his do
trine in pure logi
, a

ording to whi
h thelogi
al proposition is a pi
ture (true or false) of the fa
t, and hasin 
ommon with the fa
t a 
ertain stru
ture. It is this 
ommonstru
ture whi
h makes it 
apable of being a pi
ture of the fa
t, butthe stru
ture 
annot itself be put into words, sin
e it is a stru
tureof words, as well as of the fa
ts to whi
h they refer. Everything,therefore, whi
h is involved in the very idea of the expressivenessof language must remain in
apable of being expressed in language,and is, therefore, inexpressible in a perfe
tly pre
ise sense. Thisinexpressible 
ontains, a

ording to Mr Wittgenstein, the wholeof logi
 and philosophy. The right method of tea
hing philoso-phy, he says, would be to 
on�ne oneself to propositions of thes
ien
es, stated with all possible 
learness and exa
tness, leav-ing philosophi
al assertions to the learner, and proving to him,whenever he made them, that they are meaningless. It is truethat the fate of So
rates might befall a man who attempted thismethod of tea
hing, but we are not to be deterred by that fear, ifit is the only right method. It is not this that 
auses some hesita-tion in a

epting Mr Wittgenstein's position, in spite of the verypowerful arguments whi
h he brings to its support. What 
auseshesitation is the fa
t that, after all, Mr Wittgenstein managesto say a good deal about what 
annot be said, thus suggestingto the s
epti
al reader that possibly there may be some loopholethrough a hierar
hy of languages, or by some other exit.19
19 [48℄, p. xx f.



86 uwe petersenIn alldem zeigt si
h ein Problem � ein Problem mit der Spra
he,angesi
hts eines Inhaltes, der si
h nur um den Preis der Inkonsistenz aus-drü
ken läÿt.Für den Fall der Russells
hen Typentheorie hat Fit
h das folgender-maÿen formuliert:a rami�ed theory of types 
ould not even be stated. Its sweepingrestri
tions against self-referen
e would apply to every theory,in
luding itself, and so would be self-referential in violation of itsown edi
ts. A similar 
riti
ism 
an be made even against the moremoderate simpli�ed theory of types, if regarded as universallyappli
able.20Anders gesagt, beim Versu
h, ein Kriterium der Sinnlosigkeit von meta-physis
hen Sätzen aufzustellen, ist Carnap ein Opfer jener Grammatik-fehler geworden, die er auss
hlieÿen wollte.Mit einem einfa
hen Slogan könnte man das folgendermaÿen fassen:Die Formulierung eines Kriteriums zur Überwindung der Metaphysikist ein Teil derselben.Das wird Metaphysikgegner jedo
h ni
ht davon abbringen, weiterhin dieUnmögli
hkeit jegli
her Metaphysik zu behaupten, dennin Wirkli
hkeit liegt die Sa
he so, daÿ es keine sinnvollen meta-physis
hen Sätze geben kann. Das folgt aus der Aufgabe, die dieMetaphysik si
h stellt: sie will eine Erkenntnis �nden und dar-stellen, die der empiris
hen Wissens
haft ni
ht zugängli
h ist.21Wenn es natürli
h �in Wirkli
hkeit� so ist, dann kann dagegen au
h einlogis
hes Argument ni
hts ausri
hten.22 Deshalb beeile i
h mi
h zu erklä-ren, daÿ es mir hier au
h ni
ht darum geht, Metaphysikgegner von derUnhaltbarkeit ihrer Argumente zu überzeugen, sondern diese Unhaltbar-keit als einen Einstieg in die Metaphysik zu nutzen. Mein Versu
h einerBegründung setzt da an, wo Wittgenstein die Leiter wegwirft, bzw. si
hins Mystis
he �ü
htet, als wüÿte er, daÿ es etwas zu vertus
hen gibt. Das,was für Wittgenstein ni
ht sagbar ist, ist das Aufs
hluÿrei
he, gerade weiles si
h der Spra
he des S
hulmeisters entzieht.
20 [12℄, p. 72.
21 [6℄, S. 236.
22 Und wenn es si
h tatsä
hli
h um Metaphysik handelt, so um gute Metaphysik,eben deshalb, weil sie einer s
hle
hten Metaphysik entgegengesetzt ist.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 87Hier will i
h ansetzen. I
h beginne damit, daÿ i
h meine Alternativeden zwei Lesarten von Carnaps Behauptung, die i
h auf S. 81 aufgeführthabe, gegenüberstelle. Das sieht dann folgendermaÿen aus:1. Es gibt keine logis
h korrekt aufgebaute Spra
he, in der irgendeinmetaphysis
her Satze sinnvoll wäre.2. Es gibt logis
h korrekt aufgebaute Spra
hen, in der alle metaphy-sis
hen Sätze sinnlos sind.3. Es gibt logis
h korrekt aufgebaute Spra
hen, in der (gewisse) me-taphysis
he Sätze sinnvoll sind.Au
h bei einer extrem wohlwollenden Haltung gegenüber Carnaps Unter-fangen kann man wohl ni
ht ernsthaft behaupten, daÿ Carnap die Ri
htig-keit der ersten Alternative gezeigt hat. Die zweite Alternative ers
heintwenig beeindru
kend. Man kann immer eine Spra
he vorgeben, die sorudimentär ist, daÿ si
h kaum etwas darin ausdrü
ken läÿt. Die dritte Be-hauptung ist die, deren Ri
htigkeit i
h hier zeigen will. Mit anderen Wor-ten, es gibt eine (na
h den Maÿstäben der mathematis
hen Logik korrektaufgebaute) Spra
he Σ (die man vorgeben kann), in der metaphysis
heBegri�sbildungen von der Art, die Carnap als sinnlos bezei
hnet, wider-spru
hsfrei dur
hgeführt werden können. Inwieweit dabei eine sinnvolleWissens
haft herauskommt, soll hier der Erfahrung überlassen werden,ni
ht � wie für die Empiristen � einer Spekulation über die Natur dermens
hli
hen Erkenntnis.Die Entwi
klung der modernen Logik hat ni
ht nur die Voraussetzungfür Carnaps Behauptung ges
ha�en, daÿ metaphysis
he Sätze (aufgrundinhärenter Sphärenvermengungen) in gewissen Spra
hen sinnlos sind, son-dern au
h die Mittel, alternative Systeme der Logik zu entwerfen. DieseMögli
hkeit hat Carnap ni
ht berü
ksi
htigt, und das ist es, was sei-nem Versu
h einer Überwindung der Metaphysik den penetranten Bei-ges
hma
k des Wuns
hdenkens verleiht.Die symbolis
he Logik zu Anfang des 20. Jahrhunderts, mit dem Ver-spre
hen, alle Mathematik als analytis
h na
hzuweisen, und einer dur
hdie Paradoxien der (höheren) Logik und Mengenlehre erzwungenen Ty-penunters
heidung, war für Carnap ein verheiÿungsvoller Ausgangspunkt,seinen puristis
hen Ideen eine Grundlage zu vers
ha�en. Aber die Zuta-ten paÿten ni
ht zusammen: die Typenunters
heidung ma
hte den Traumvon der rein logis
hen Begründung der Mathematik zuni
hte. Das logizi-stis
he Programm in der Gestalt der Prin
ipia Mathemati
a erfüllte die



88 uwe petersenHo�nungen des logis
hen Empirismus ni
ht. Spätestens mit der Einfüh-rung eines Unendli
hkeitsaxioms ist der Anspru
h auf eine rein logis
heBegründung verwirkt.Es war aber ni
ht einfa
h nur ein Versu
h der Reduktion von Ma-thematik auf Logik ges
heitert; mit Gödels Unents
heidbarkeitsergebniswar klar, daÿ eine vollständige Rü
kführung der Arithmetik auf Logikgrundsätzli
h ni
ht gelingen kann. Der logis
he Empirismus hatte zu sei-nem Ausgangspunkt einen Ansatz gewählt, der zu diesem Zeitpunkt s
honges
heitert war. Aber Carnap und Wittgenstein haben si
h für eine Vogel-Strauÿ-Politik ents
hieden und s
hli
htweg ni
ht zur Kenntnis genommen,was ihrer Grundüberzeugung zuwiderlief. Wittgenstein hat seine Haltungauf einen einfa
hen Nenner gebra
ht: �Meine Aufgabe ist es ni
ht, überden Gödels
hen Beweis, z. B., zu reden; sondern an ihm vorbeizureden.�23Die symbolis
he Logik als Verbündete des Empirismus war ein Traum,der an der Komplexität formaler Systeme zerbro
hen ist. In der Philoso-phie, ni
ht nur der empiristis
hen, gibt es eine gewisse Vorliebe für simpli-�zierte Modelle, und der logis
he Empirismus ist ein Opfer dieser Vorliebegeworden. Jahrzehnte später s
hreibt Stegmüller unter der Übers
hrift�Fals
he Orientierung am groÿen Bruder?�:Die Entwi
klung der Philosophie der Mathematik zu einer exak-ten Wissens
haft, genanntMetamathematik, ist dur
h die mathe-matis
he Grundlagenkrise hervorgerufen worden. Da diese Krisedur
h die Entde
kung der mengentheoretis
hen Antinomien aus-gelöst wurde, wird sie oft so dargestellt, als habe es si
h dabei umein tragis
hes Ereignis in der modernen Mathematik gehandelt.Betra
htet man diesen Vorgang unter dem Aspekt der Wir-kung, so gelangt man eher zu der gegenteiligen Beurteilung: DieEntde
kung von Antinomien war ein hö
hst glü
kli
hes Ereignis ;denn sie bewirkte den Zwang zur Formalisierung und Präzisie-rung des Erkenntnisgegenstandes der Philosophie der Mathema-tik. Intuitive Vorstellungen vom mathematis
hen Denken wurdendur
h genau bes
hreibbare Objekte ersetzt und die Philosophieder Mathematik entwi
kelte si
h zur mathematis
hen Grundla-genfors
hung, die in allen ihren Verzweigungen zu Disziplinenführte, die der Mathematik an Präzision ni
ht na
hstanden unddie heute selbst als Teile der Mathematik angesehen werden.
23 [64℄, S. 383.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 89In den empiris
hen Wissens
haften ist es leider zu keinerGrundlagenkrise dieser Art gekommen. Und daher ergab si
hau
h kein Zwang, die Begri�s- und Theorienbildungen in diesenDisziplinen in Objekte zu verwandeln, die si
h für exakte meta-theoretis
he Studien eignen. Man tat nur so, als ob sol
he Objektevorlägen. [. . .℄Somit blieb [. . .℄ nur eine Philosophie des Als-Ob, die si
ham groÿen Bruder Metamathematik orientierte: Was si
h dort alsso auÿerordentli
h fru
htbar erwiesen habe, das müsse si
h au
hhier als fru
htbar erweisen.24In den empiris
hen Wissens
haften mag es zu keiner Grundlagenkrise die-ser Art gekommen sein, aber für die Metaphysik sieht das ganz anders aus.Kant hat, in einer groÿangelegten Studie mit dem Titel �Kritik der reinenVernunft�, versu
ht zu zeigen, daÿ es in der Natur der metaphysis
henBegri�sbildung liegt, zu antinomis
hen Ergebnissen zu führen. Seine ei-gene Reaktion darauf war klassis
h in dem Sinne, daÿ er diese Begri�s-bildung bes
hränken wollte. Hegel hat demgegenüber auf die konstitutiveRolle dieser Begri�sbildung verwiesen und versu
ht, die Widersprü
he ineine Ableitung von Denkbestimmungen zu integrieren.25 In dieser Situa-tion, in der es tatsä
hli
h auf exakte metatheoretis
he Untersu
hungender Begri�s- und Theorienbildung ankommt, sollten die Methoden derMetamathematik von auÿerordentli
hem Nutzen sein.Im folgenden werde i
h, im Ans
hluÿ an Hegels Idee, ein ni
ht-klas-sis
hes System der (höheren) Logik vorstellen, das es erlaubt, auf un-verfängli
he Weise die wildesten Typenvermengungen vorzunehmen, umdann mit den daraus resultierenden, aber nun dur
h eine ni
ht-klassis
heLogik ents
härften, Widersprü
hen viele s
höne Dinge zu tun, die aus
24 [56℄, S. 1 f.
25 Man verglei
he [29℄, S. III:Hegel [[hat]] der Ers
heinung des Widerspru
hs einen systematis
hen Ort imDenken zugewiesen und hat das S
hema des Widerspru
hs im Ges
hehen derWirkli
hkeit na
hzuweisen versu
ht. Aber er und au
h die folgenden Denkerhaben si
h ni
ht bemüht, das Phänomen deskriptiv zu erfassen. Unterdessensind die Mögli
hkeiten einer deskriptiven Bearbeitung der Widersprü
hegewa
hsen. Um nur eine zu nennen: in einem Zweig der Mathematik, derMengentheorie, sind Widersprü
he aufgetreten.Dieses Zitat stammt aus derselben Zeit wie Carnaps Versu
h einer Überwindung derMetaphysik.



90 uwe petersenCarnaps Si
ht zu sinnlosen Sätzen führen müÿten.26 Tatsä
hli
h wird derklassis
he Standpunkt, mit seinen tradierten Vorstellungen von Sinn, Be-deutung und Wahrheit, einen sol
hen Eingri� ni
ht unbes
hadet über-stehen; aber das ist es gerade, was für die Begründung der Metaphysikeine neue Mögli
hkeit s
ha�t � jenseits aller Haken und Ösen eines se-mantis
hen Korsetts.Zuerst aber will i
h versu
hen zu klären, worum es mir in der Meta-physik eigentli
h geht.2. Was heiÿt hier �Metaphysik�?Die frühesten uns überlieferten Zeugnisse eines Denkens, das i
h als meta-physis
h begreife und für das i
h hier einen Begründungsvors
hlag ausar-beiten will, stammen aus dem fünften Jahrhundert vor unserer Zeitre
h-nung und werden Parmenides zuges
hrieben:27oÖte g�r �n gno�h
 tì ge m� âän (oÎ g�r �nustìn)oÖte fr�sai
.28. . . tä g�r aÎtä noeØn âst�n te kaÈ eÚnai.29qr� tä lègein te noeØn t� âän êmmenai; êsti g�r eÚnai,mhdàn d� oÎk âsti;30taÎtän d� âstÈ noeØn te kaÈ oÕneken êsti nìhma.oÎ g�r �neu toÜ âìnto
, ân Ái pefatismènon âst�n,
26 Die De�nition eines Begri� der Sinnlosigkeit wird jedo
h ni
ht dazu gehören, daes si
h dabei, aus meiner Si
ht jedenfalls, um einen wirkli
h sinnlosen Begri� handelt.
27 Natürli
h gibt es Gelehrte, die gegen diese Einordnung des Parmenides in denKontext einer logis
h-metaphysis
hen Tradition Einspru
h erheben, do
h, frei na
hQuine ([45℄, S. 345), das ist nun einmal die Strafe, die darauf steht, einem berühmtenPhilosophen irgend etwas zuzus
hreiben.
28 [10℄, S. 231, Parmenides Frag. 2, 7; übersetzt als �denn weder erkennen könntestdu das Ni
htseiende (das ist ja unausführbar) no
h ausspre
hen�. Vgl. [8℄, S. 53, fr. 3.
29 Ebd., Parmenides Frag. 3; übersetzt als �denn dasselbe ist Denken und Sein�.Vgl. au
h [8℄, S. 55, fr. 4.
30 Ebd., S. 232, Parmenides Frag. 6; übersetzt als �Nötig ist zu sagen und zudenken, daÿ nur das Seiende ist; denn Sein ist, ein Ni
hts dagegen ist ni
ht�.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 91eÍr sei
 tä noeØn; oÎdàn g�r 〈«〉 êstin « êstai�llo p�rex toÜ âìnto
 [[.]]31Soweit Parmenides. Aristoteles s
hreibt den folgenden Ausspru
h Herak-leitos zu:p�nta eÚnai kaÈ m� eÚnai ,32und kommentiert, daÿ diese Lehre �alles wahr zu ma
hen� s
heint.Leukippos und Demokritos wird, ebenfalls von Aristoteles, folgenderAusspru
h zuges
hrieben:oÎdàn m�llon tä ïn toÜ m� înto
 eÚnai [[.]]33Worauf es mir bei diesen überlieferten Bru
hstü
ken ankommt, istdie zentrale Stellung von Sein und Ni
hts (oder Ni
htsein). Das sind hierund später die immer wiederkehrenden Themen, und das vor dem Hin-tergrund ihrer Beziehung zum Denken: Wie kann man das, was ni
ht ist,widerspru
hsfrei denken oder sagen?In seinen Vorlesungen zur Ges
hi
hte der Philosophie sagt Hegel überParmenides:Mit Parmenides hat das eigentli
he Philosophieren angefangen,die Erhebung in das Rei
h des Ideellen ist hierin zu sehen. EinMens
h ma
ht si
h frei von allen Vorstellungen und Meinungen,spri
ht ihnen alle Wahrheit ab und sagt, nur die Nothwendigkeit,das Seyn ist das Wahre. Dieser Anfang ist freili
h no
h trübe undunbestimmt; es ist ni
ht weiter zu erklären, was darin liegt; abergerade dieÿ Erklären ist die Ausbildung der Philosophie selbst,die hier no
h ni
ht vorhanden ist. Damit verband si
h die Dialek-tik, daÿ das Veränderli
he keine Wahrheit habe; denn wenn mandiese Bestimmungen nimmt, wie sie gelten: so kommt man aufWidersprü
he.34
31 Ebd., S. 238, Parmenides Frag. 8, 34 �; übersetzt als �Dasselbe ist Denken undder Gedanke, daÿ IST ist; (35) denn ni
ht ohne das Seiende, in dem es als Ausgespro-
henes ist, kannst du das Denken antre�en. Es ist ja ni
hts und wird ni
hts anderessein auÿerhalb des Seienden�.
32 [21℄, S. 202; Aristoteles, Metaphysik IV, 7, 1012 a 25. �Alles ist und ist ni
ht�.
33 Ebd., S. 30; Aristoteles, Metaphysik I, 4, 985 b 9. In Hegel [27℄, S. 348 (Fuÿ-note **), unter Berufung auf Aristoteles irrtümli
h Herakleitos zuges
hrieben, über-setzt als: �Das Seyn ist ni
ht mehr als das Ni
htseyn�.
34 [27℄, S. 312 f.



92 uwe petersenDas ist im groÿen und ganzen eine Si
ht, die i
h mir zu eigen gema
hthabe und die meiner Au�assung der Metaphysik zugrunde liegt.Zu sehen, daÿ si
h im Begri� des Seins überhaupt ein philosophis
hesProblem auftut, ist s
hon eine begri�i
he Leistung, im wesentli
hen dieLeistung, die Carnap und seine Na
hfolger so gerne diskreditiert gesehenhätten.Bei Aristoteles s
heint si
h s
hon ein Verlust des Problembewuÿtseinsabzuzei
hnen:tä [[dà]] ïn lègetai pollaqÀ
 mèn, �ll� �pan prä
 m�an �rq n; t�màn g�r íti oÎs�ai înta lègetai, t� d� íti p�jh oÎs�a
, t� d� ítiådä
 eÉ
 oÎs�an, « fjoraÈ « ster sei
 « poiìthte
 « poiothk� «gennhtik� oÎs�a
, « tÀn prä
 t�n oÌs�an legomènon, « toÔtwntinä
 �pof�sei
 « oÎs�a
; diä kaÈ tä m� ïn eÚnai m� ïn famèn.35Au
h wenn Aristoteles das Problem des Parmenides ni
ht gesehen zuhaben s
heint, so war er es do
h, der das Vorhaben der Wissens
haft, diewir heute als Metaphysik bezei
hnen, formuliert hat:^Estin âpist mh ti
 ¡ jewreØ tä ïn ©i ïn kaÈ t� toÌtwi Íp�rqontakaj� aÍtì. aÕth d� âstÈn oÎdemi�i tÀn ân mèrei legomènon � aÎt ;oÎdem�a g�r tÀn �llwn âpiskopeØ kajìlou perÈ toÜ înto
 ©i ïn,�ll� mèro
 aÎtoÜ ti �potemìmenai perÈ toÔtou jewroÜsi tä sum-bebhkì
, oÙon aÉ majhmatikaÈ tÀn âpisthmÀn.36
35 [21℄, S. 146 & 148; Aristoteles, Metaphysik IV, 2, 1003 b 5�11; in [52℄, S. 83übersetzt als:

[[Man]] spri
ht [. . .℄ zwar in vielfa
her Bedeutung vom Seienden, do
h stets imHinbli
k auf ein Prinzip. Man spri
ht nämli
h vom Seienden, weil es entwederein Wesen ist oder eine A�ektion eines Wesens oder weil es ein Weg zum Wesenoder weil es Vergehen, Privation, Qualität, Bewirkendes oder Erzeugendes einesWesens ist oder von etwas, das in Beziehung auf das Wesen ausgesagt wird, odergar, weil es Verneinung von etwas derartigem oder eines Wesens ist. Daher sagenwir ja au
h, ein Ni
htseiendes sei ni
htseiend.
36 [21℄, S. 146; Aristoteles, Metaphysik IV, 1, 1003 a 19�27. In [52℄, S. 82, übersetztals:Es gibt eine Wissens
haft, die das Seiende, insofern es seiend ist, betra
htet unddas, was ihm an si
h zukommt. Diese ist aber mit keiner der sogenannten Ein-zelwissens
haften identis
h; denn keine der anderen Wissens
haften betra
htetallgemein das Seiende, insofern es seiend ist, sondern indem sie si
h einen Teilvom Seienden herauss
hneiden, betra
hten sie diesen hinsi
htli
h seines Akzi-dens, wie das etwa die mathematis
hen Wissens
haften tun.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 93Da ist no
h keine Rede von letzten Ursa
hen, hö
hsten Wesen oder son-stigen Gebilden aus dem Rei
h des Absoluten. Erste Philosophie, pr¸thfilosof�a , betra
htet Seiendes, insofern es seiend ist. Dann geht es aberweiter:âpeÈ dà t�
 �rq�
 kaÈ t�
 �krot�ta
 aÊt�a
 zhtoÜmen, d¨lon ±
fÔse¸
 tino
 aÎt�
 �nagkaØon eÚnai kaj� aÍt n. eÊ oÞn kaÈ oÊ t�stoiqeØa tÀn întwn zhtoÜnte
 taÔta
 t�
 �rq�
 âz toun, �n�gkhkaÈ t� stoiqeØa toÜ înto
 eÚnai m� kat� sumbebhkì
, �ll� ©i ïn; diäkaÈ �mØn toÜ înto
 ©i ïn t�
 pr¸ta
 aÊt�a
 lhptèon.37Mit einem letzten Zitat von Aristoteles will i
h den Kreis s
hlieÿen,dessen Ausgangspunkt Parmenides (Denken und Sein sind dasselbe) war:aÍtän dà noeØ å noÜ
 kat� met�lhyin toÜ nohtoÜ; nohtä
 g�rg�gnetai jiggn�nwn kaÈ noÀn, ¹ste taÎtän noÜ
 kaÈ nohtìn. 38Das klingt für mi
h ni
ht nur wie eine (teilweise) Rü
kkehr zu Parme-nides (taÎtän noÜ
 kaÈ nohtìn), sondern darüber hinaus au
h wie eineBetonung der Selbstbezügli
hkeit im Denken: die Vernunft hat am Ge-da
hten Anteil. Was hier angespro
hen wird, ist eine Verqui
kung dessen,was Carnap auseinanderzuhalten versu
hte.Damit bin i
h bei dem, was für mi
h metaphysis
hes Denken aus-ma
ht: die Ausri
htung der Aufmerksamkeit auf das Denken als Aktivität,das mit seinem Objekt in einer Weise verbunden ist, daÿ es konstitutivfür die Erkenntnis seines Gegenstandes wird, d.h. aus dem Wissen ni
htweggeda
ht werden kann. Aber in der weiteren Ges
hi
hte der Metaphy-sik s
heint dieser Faden erst einmal verloren gegangen zu sein. Die Fragena
h dem Sein als sol
hem (tä ïn ©i ïn) wurde lange Zeit dur
h Fragenna
h bestimmten �hö
hsten� Entitäten verdrängt. Da es die Hegels
he
37 Ebd. 27�33. In [52℄, S. 82, übersetzt als:Da wir aber die Prinzipien und die hö
hsten Ursa
hen su
hen, so ist es klar, daÿdiese Ursa
hen einer an si
h existierenden Natur sein müssen. Wenn nun die-jenigen, die die Elemente der Dinge su
hten, eben diese Prinzipien su
hten, sowaren notwendigerweise au
h die Elemente ni
ht Elemente des Seienden in ak-zidentellem Sinne, [30℄ sondern des Seienden, insofern es seiend ist. Also müssenau
h wir die ersten Ursa
hen des Seienden, insofern es seiend ist, erfassen.
38 [22℄, S. 148; Aristoteles, Metaphysik XII, 1072 b 20�22. In [52℄, S. 314, übersetztals:Si
h selbst denkt die Vernunft, indem sie am Geda
hten Anteil hat. Geda
htnämli
h wird sie selbst, indem sie Geda
htes berührt und denkt, so daÿ dieVernunft und Geda
htes dasselbe sind.



94 uwe petersenAufarbeitung der Metaphysik ist, in deren Tradition mein Begründungs-vors
hlag steht, soll Hegel selbst bezügli
h dieser Metaphysik zu Wortekommen:Ihre G e g e n st ä n d e waren zwar Totalitäten, wel
he an und fürsi
h der V e r n u n f t angehören; � S e e l e, We l t, G o t t �aber die Metaphysik nahm sie aus der V o r s t e l l u n g auf, legtesie als f e r t i g e g e g e b e n e S u b j e 
 t e, bey der Anwendungder Verstandesbestimmungen darauf, zu Grunde, und hatte nuran jener Vorstellung den Ma ÿ st a b , ob die Prädi
ate passendund genügend seyen oder ni
ht.39Weiterhin, so führt Hegel aus,wurde sie dadur
h Do gma t i smu s, weil sie na
h der Natur derendli
hen Bestimmungen annehmen muÿte, daÿ von zw e y e n t -g e g e n g e s e t z t e n B e h a u p t u n g e n, derglei
hen jene Sätzewaren, die eine w a h r, die andere aber f a l s 
h seyn müsse.39Diese Metaphysik ist dur
h Kants Kritik der reinen Vernunft gewaltigaufgemis
ht worden. Kant entwi
kelt darin ein Argument, das zeigen soll,daÿ wir niemals die Dinge an si
h erkennen können, sondern nur so, wie sieuns ers
heinen, d.h. im wesentli
hen dur
h die Formen der Ans
hauung(Raum und Zeit), und die Kategorien des Verstandes, die in den vierGruppen Quantität, Qualität, Relation, und Modalität angeordnet sind.Kants Argument basiert wesentli
h auf der Konstruktion von gewissenbeweisbaren Widersprü
hen (Antinomien) in der reinen Vernunft (Wider-streit der transzendentalen Ideen). In einem Abs
hnitt mit dem Titel �An-tithetik der reinen Vernunft� entwi
kelt Kant vier Antinomien, betre�endAnfang und Ende des Raums und der Zeit, (un)endli
he Teilbarkeit derMaterie, Kausalität und Freiheit, und Existenz eines hö
hsten Wesens.Hegels Idee einer Metaphysik als Logik setzt an Kants Interpretation undAu�ösung dieser Antinomien der reinen Vernunft an:Die Hauptsa
he, die zu bemerken ist, ist, daÿ ni
ht nur in denvier besondern aus der Kosmologie genommenen Gegenständendie Antinomie si
h be�ndet, sondern vielmehr in a l l e n Vorstel-lungen, Begri�en und Ideen. Dieÿ zu wissen und die Gegenständein dieser Eigens
haft zu erkennen, gehört zum Wesentli
hen derphilosophis
hen Betra
htung; diese Eigens
haft ma
ht das aus,
39 [24℄, S. 39.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 95was weiterhin si
h als das d i a l e k t i s 
h e Moment des Logis
henbestimmt.40In einem darau�olgenden Zusatz heiÿt es dann:Auf dem Standpunkt der alten Metaphysik wurde angenommen,daÿ wenn das Erkennen in Widersprü
he gerathe, so sey diesesnur eine zufällige Verirrung und beruhe auf einem subje
tivenFehler im S
hlieÿen und Raisonniren. Na
h Kant hingegen liegtes in der Natur des Denkens selbst in Widersprü
he (Antinomi-en) zu verfallen, wenn dasselbe das Unendli
he erkennen will. Obnun s
hon [. . .℄ das Aufzeigen der Antinomien insofern als einesehr wi
htige Förderung der philosophis
hen Erkenntniÿ zu be-tra
hten ist, als dadur
h der starre Dogmatismus der Verstandes-metaphysik beseitigt und auf die dialektis
he Bewegung des Den-kens hingewiesen worden ist, so muÿ do
h dabei zuglei
h bemerktwerden, daÿ Kant au
h hier bei dem blos negativen Resultat derNi
hterkennbarkeit des Ansi
h der Dinge stehen geblieben undni
ht zur Erkenntniÿ der wahren und positiven Bedeutung derAntinomien hindur
h gedrungen ist. Die wahre und positive Be-deutung der Antinomien besteht nun überhaupt darin, daÿ allesWirkli
he entgegengesetzte Bestimmungen in si
h erhält und daÿsomit das Erkennen und näher das Begreifen eines Gegenstandeseben nur so viel heiÿt, si
h dessen als einer konkreten Einheitentgegengesetzter Bestimmungen bewuÿt zu werden.41Hier setzt nun Hegels logis
he Wende an.Die Logik, in der wesentli
hen Bedeutung spe
ulativer Phi-losophie, tritt an die Stelle dessen, was sonst M e t a p h y s i k ge-nannt und als eine von ihr abgesonderte Wissens
haft abgehan-delt wurde.42Hegel selbst hat s
hon � allerdings mit äuÿerst zweifelhaftem Erfolg� in seiner Wissens
haft der Logik versu
ht, die Idee der Metaphysik alsLogik umzusetzen. I
h werde ni
ht versu
hen, seinen Argumentationeneinen Sinn abzugewinnen. Die Widersprü
he von Kant und Hegel sindni
ht s
hlüssig, und Generationen von �eiÿigen Exegeten haben daran
40 [25℄, S. 141.
41 Ebd., S. 141 f.
42 [24℄, S. 38.



96 uwe petersenni
hts ändern können. Statt dessen werde i
h mir die Widersprü
he deruneinges
hränkten Abstraktion zunutze ma
hen. Metaphysik na
h Hegel-s
hemMuster zielt dann auf die Widersprü
he ab, die Carnap auss
hlieÿenwill.Damit wird Metaphysik als Logik zu einer Theorie der Begri�e, etwain der Tradition von Freges Grundgesetzen, die auf zweierlei abzielt:1. auf eine De�nition in rein logis
hen Termen von grundlegendenDenkbestimmungen, wie zum Beispiel der Modalität, Quantität,Kausalität, Zeit und Raum (um nur die nä
hstliegenden zu nen-nen), und2. auf eine Ableitung ihrer 
harakteristis
hen Gesetze dur
h rein lo-gis
he Mittel.Dafür entlehne i
h von Hegel die Bezei
hnung �spekulative Logik�.43 Dasdarf jedo
h ni
ht zu der Annahme verleiten, i
h wolle Hegels Logik inirgendeiner Weise zur Darstellung bringen, sei es dur
h �Formalisierung�,�Rekonstruktion�, oder sonst einer Form der Auseinandersetzung mit He-gels Text. In den 175 Jahren seit Hegels Tod hat die Hegelinterpretationihre Unfähigkeit genügend dokumentiert, und i
h sehe ni
ht, daÿ daranetwas geändert werden kann. Weder Hegel no
h seine Exegeten könneneinen Inhalt vorweisen, an dem si
h die Ansprü
he der spekulativen Logikund Philosophie auf eine besondere Art der Erkenntnis, die si
h dem klas-sis
hen Denken entzieht, messen lassen. Um einen sol
hen Inhalt geht esaber im folgenden. Dabei muÿ klar sein, daÿ au
h wenn die ursprüngli
heIdee für einen sol
hen Inhalt aus der Philosophie Hegels stammt, der hiervorgestellte Inhalt erst dur
h die Methoden und Resultate der mathema-tis
hen Logik zutage getreten ist und si
h au
h nur dur
h sie ers
hlieÿenläÿt.
43 Dieser Ausdru
k geht zwar auf Hegel zurü
k, wurde aber von ihm nur sehrsporadis
h gebrau
ht. Meines Wissens nur in [25℄, S. 53: �die spekulative Logik enthältdie vorige Logik und Metaphysik . . . � und S. 195/196, weiterhin [24℄, S. 36: �In derspekulativen Logik ist die bloÿe V e r st a n d e s -L o g i k enthalten . . . �, und S. 275, daÿes �gerade die Philosophie, und zwar zunä
hst die spekulative Logik, ist, wel
he dieNi
htigkeit der . . . bloÿen Verstandesbestimmungen aufzeigt�, sowie [26℄, S. 57: �dies p e 
 u l a t i v e Logik . . . zeigt, dass alle jene auf die Seele angewandten Bestimmungen. . . in ihr Gegentheil ums
hlagen�. Hegel verwendet ihn in einem Kontext, der ihn inunmittelbare Nähe zum Ausdru
k �spekulative Philosophie� stellt, wie etwa in [23℄,S. 171 (�14): �Die Logik ist . . . an si
h selbst spekulative Philosophie�.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 973. Was heiÿt hier �Selbstbezügli
hkeit�?Es stünde s
hle
ht um das Projekt einer Zurü
kführung der 
harakteri-stis
hen Eigens
haften von Denkbestimmungen auf Eigens
haften wider-sprü
hli
her Begri�e, gäbe es nur Kants Antinomien und die Wider-sprü
he, die Hegel selbst entde
kt zu haben glaubte. Deshalb eignet si
hCarnaps Versu
h einer Überwindung der Metaphysik so gut als Hinter-grund für meinen Versu
h einer Begründung der Metaphysik. Die (ein-fa
he) Typentheorie, die Carnap bemüht hat, um metaphysis
he Satz-konstruktionen als sinnlos zu brandmarken, war von Russell entworfenworden, um Paradoxien in den Grundlagen der (höheren) Logik undMengenlehre zu vermeiden. Der E�ekt der Typenunters
heidung war dieVermeidung einer Form von Selbstbezügli
hkeit, wie sie insbesondere derRussells
hen Antinomie zugrunde liegt. Mit anderenWorten, wir brau
henuns um Widersprü
he ni
ht zu bemühen � sie sind längst da.Daÿ den Widersprü
hen der Logik eine erkenntnistheoretis
he Bedeu-tung zukommen könnte, die über die rein negative Dimension der Wider-legung einer Grundannahme hinausgeht, wird Carnap wohl nie in denSinn gekommen sein.44 Aber für eine Philosophie, die in Widersprü
henden S
hlüssel zu den Kategorien su
ht, sollten sie wie ein Ges
henk desHimmels kommen.45Natürli
h ist damit no
h ni
ht gesagt, daÿ es si
h bei den Paradoxiender Logik tatsä
hli
h um Widersprü
he handelt, die si
h für eine Grund-legung von Denkbestimmungen eignen. Aber es muÿ klar sein, daÿ dieseine Frage ist, die i
h zu einer Angelegenheit der logis
hen Fors
hung �und ni
ht des philosophis
hen Wuns
hdenkens � ma
hen will.
44 Das ist keine Besonderheit logis
her Empiristen. Man verglei
he in dieserHinsi
ht [4℄, p. 26:Der Widerspru
h ist ni
ht eine unumgängli
he Station auf dem Wege derWahrheit, sondern ein Zei
hen dafür, daÿ man von diesem Wege abgekommenist. Er ist im Prinzip vermeidbar und hat keine spekulative Kraft.Da bleibt nur no
h die Frage, ob die Verkündung sol
her Einsi
hten von der hohenWarte der Philosophie für oder gegen die Philosophie spri
ht.
45 In diesem Sinne kann man au
h folgende Bemerkung in [11℄, S. 204, verstehen:Hegel hat die spra
hli
hen wie die ontologis
hen Antinomien der modernenLogik ni
ht gekannt. Es darf als gesi
hert gelten, daÿ er an ihnen seine helleFreude gehabt hätte.Der Gedanke spri
ht mi
h an, s
heint mir aber do
h zu optimistis
h. Davon abgesehen,wenn es so klar ist, daÿ Hegel die modernen logis
hen Paradoxien zu würdigen gewuÿthätte, warum sind dann seine Adepten so zimperli
h?



98 uwe petersenVorher aber will i
h auf die Frage eingehen, wie überhaupt Selbst-bezügli
hkeit entsteht.Selbstbezügli
hkeit muÿ hergestellt werden� und das ist ni
ht immereinfa
h. Dabei kann einiges s
hiefgehen, sei es dur
h Unverstand oderwidrige Umstände. Das folgendes Beispiel aus der anglophonen Hegel-Literatur soll das illustrieren:Consider a phrase like, �The phrase on page 5.� Note that it ap-plies to itself. Note that if I wrote that phrase on another page,it would not apply to itself, but to the phrase on page 5. Now
onsider something like, �This very phrase.� It refers to itself ir-respe
tive of whi
h page it is written on. It refers to itself not
ontingently, as does the phrase, �The phrase on page 5� butessentially[[.]]46Diese Passage steht auf S. 7; als ob ein übelgesinnter Setzer si
h übervermeintli
hen philosophis
hen Tiefsinn lustig ma
hen wollte. Oder viel-lei
ht au
h nur vom Unsinn ablenken, denn das ist ni
ht, was an diesemBeispiel so grundsätzli
h s
hiefgegangen ist; es kann lei
ht ri
htig gestelltwerden, indem man �5� dur
h �7� ersetzt. Das Problem ist, daÿ auf S. 7(wie au
h auf S. 5) mehr als nur ein einziger Ausdru
k steht, und daherder bestimmte Artikel keinen der Ausdrü
ke auf S. 7 bezei
hnet.47 Si
herkann man au
h diesen Mangel beheben, indem man nur den einen Aus-dru
k �der Ausdru
k auf S. 7� auf S. 7 stehen läÿt; aber die Frage bleibt:Sollte es im Jahre 1989 tatsä
hli
h no
h Philosophen gegeben haben, de-nen ni
ht klar war, worum es beim bestimmten Artikel geht? Und was istmit der Unters
heidung von �kontingenter� und �wesentli
her� Selbstbe-zügli
hkeit? Kann ein Demonstrativpronomen wie �dieser� die Bürde der�Wesentli
hkeit� tragen, au
h wenn es (im Englis
hen) dur
h ein �very�verstärkt wird? Im Deuts
hen würde man �eben� oder �genau� sagen.Und genau darum s
heint es mir in dem folgenden Zitat zu gehen:�Dies� bezei
hnet, was immer im Augenbli
k, wo das Wort ge-brau
ht wird, das Aufmerksamkeitszentrum in Anspru
h nimmt.Bei Wörtern, die ni
ht egozentris
h sind, ist der unveränderli
heGehalt etwas, was den Gegenstand betri�t, auf den sie si
h bezie-hen, aber �dies� bedeutet in jedem Fall des Gebrau
hs etwas an-
46 [40℄, S. 7.
47 Pinkard spri
ht von �appli
ation�, aber i
h denke, man kann das dur
h �deno-ting� ersetzen, ohne Pinkard Unre
ht zu tun.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 99deres. Was hier unveränderli
h ist, ist ni
ht der Gegenstand, aufden si
h das Wort bezieht, sondern dessen Beziehung zu dem be-sonderen Gebrau
h des Wortes. So oft das Wort gebrau
ht wird,hat die Person, die es gebrau
ht, auf irgend etwas ihre Aufmerk-samkeit geri
htet, und dieses irgend etwas bezei
hnet das Wort.Wenn ein Wort ni
ht egozentris
h ist, so brau
ht es zwis
hen denvers
hiedenen Anlässen ni
ht unters
hieden zu werden, bei denenes benutzt worden ist; wohl aber müssen wir diesen Unters
hiedbei egozentris
hen Wörtern ma
hen, weil das, was sie anzeigen,etwas ist, was eine gegebene Beziehung zu dem besonderen Ge-brau
hsfall des Wortes hat.48I
h ho�e das rei
ht, um die S
hwierigkeiten beim Gebrau
h eines Demon-strativpronomens wie �dieser� anzudeuten.Was dem Autor des oben zitierten Versu
hs zur Herstellung vonSelbstbezügli
hkeit vorges
hwebt haben mag, war viellei
ht etwas wie diefolgende Darstellung der Antinomie des Lügners bei Tarski:
[[B]]etra
hten wir die Aussage:Die Aussage 149 Z 20 dieses Aufsatzes ist ni
ht wahr.Der Kürze wegen wollen wir diese Aussage dur
h �sÆ erset-zen. Gemäÿ unserer Vereinbarung bezügli
h des angemessenenGebrau
hs des Terms �wahrÆ behaupten wir nun die Äquivalenzder Form (T):(1) �sÆ ist genau dann wahr, wenn die Aussage 149 Z 20 diesesAufsatzes ni
ht wahr ist.Wenn wir uns an den Sinn von �sÆ erinnern, dann stellen wirempiris
h fest:(2) �sÆ ist mit der Aussage 149 Z 20 dieses Aufsatzes identis
h.Nun folgt na
h einem bekannten Gesetz der Theorie der Iden-tität (Leibniz) aus (2), daÿ wir in (1) den Ausdru
k �die Aussage149 Z 20 dieses AufsatzesÆ dur
h �sÆ ersetzen können. Dergestalterhalten wir:(3) �sÆ ist wahr genau dann, wenn �sÆ ni
ht wahr ist.
48 [49℄, S. 100.



100 uwe petersenWir kommen auf diese Weise also zu einem o�enkundigenWiderspru
h.49Merkwürdigerweise gebrau
ht Tarski beide Formen der Selbstbezüg-li
hkeit, die indirekte Art der eindeutigen Bes
hreibung des Satzes unddas Demonstrativpronomen �dieser�. Die Wendung �dieser Aufsatz� kannvermieden werden dur
h einen Verweis auf den Band der Zeits
hrift, inwel
hem der Aufsatz zuerst ers
hienen ist. Warum Tarski diese Mögli
h-keit ni
ht nutzt und stattdessen auf das Demonstrativpronomen �dieser�zurü
kgreift, ist ni
ht klar, denn worum es ihm geht, ist zu zeigen, daÿdas empiris
he Element in der Herstellung der Selbstbezügli
hkeit ni
htwesentli
h ist. Es hätte darüber hinaus den Vorteil, daÿ die Formulierungau
h im Zitat no
h funktionieren würde,50 wie beispielsweise im gegen-wärtigen Fall, wo �dieser Aufsatz� irreführend sein kann.I
h will das ni
ht weiter vertiefen, weil es einfa
he Mögli
hkeiten gibt,Selbstbezügli
hkeit herzustellen, die keinen Gebrau
h von Demonstrativ-pronomina ma
hen. Was mir hier wi
htiger ers
heint, ist die Mögli
hkeit,Paradoxien der Selbstbezügli
hkeit zu konstruieren, die unabhängig voneinem empiris
hen Au�nden sind. Als Beispiel einer sol
hen Paradoxieführt Tarski die folgende Formulierung an:
S sei eine Aussage die mit den Wörtern �Jede AussageÆ beginnt.Wir bringen mit S die neue Aussage S∗ in We
hselbeziehung, in-dem wir S den folgenden beiden Modi�kationen unterwerfen: wirersetzen in S das erste Wort �JedeÆ dur
h �DieÆ und fügen andas zweite Wort �AussageÆ die ganze Aussage S in Anführungs-zei
hen. Wir wollen vereinbaren, die Aussage S �(auf si
h selbst)anwendbarÆ oder �ni
ht (auf si
h selbst) anwendbarÆ zu nennen,und zwar in Abhängigkeit davon, ob die in We
hselwirkung zuihr stehende Aussage S∗ wahr oder fals
h ist. Betra
hten wir nundie Aussage: �Jede Aussage ist ni
htanwendbarÆ. Es kann lei
htgezeigt werden, daÿ die oben aufgestellte Aussage anwendbar undni
htanwendbar sein muÿ, also eine Kontradiktion.51
49 [57℄, S. 149. Der Vollständigkeit halber will i
h darauf hinweisen, daÿ die Zah-lenangaben tatsä
hli
h ri
htig sind in dem Sinn, daÿ der fragli
he Satz tatsä
hli
h dereinzige Satz in Zeile 20 auf S. 149 des angegebenen Aufsatzes ist.
50 Sozusagen eine �portable paradox formulation�, kurz �ppf�, im Unters
hied zu�pdf�.
51 [57℄, S. 183 (Anmerkung 12).



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 101Im Verglei
h zu dieser Konstruktion von Selbstbezügli
hkeit zur Er-zeugung einer semantis
hen Paradoxie ers
heint das mengentheoretis
heVorgehen zur Herstellung von Selbstbezügli
hkeit fast trivial: Grundlageist die Aussageform ∗1∈∗1 .52 Am Beispiel der Russells
hen Antinomiesieht das dann so aus: R :≡ {x : x /∈x} . Nun nimmt man si
h R∈R vorund erhält:
R∈{x : x /∈x} ↔ R /∈R ,das heiÿt:

R∈R ↔ R /∈R .Mehr brau
ht es ni
ht, um klassis
he Logik ins Chaos zu stürzen. Tertiumnon datur A∨¬A erledigt den Rest, indem es daraus die beiden Formeln
R∈R und R /∈R , also einen Widerspru
h ableitet.Gegen die hier verwendete Typenvermengung von der einfa
hen Ge-stalt (x∈x) ri
hten si
h sowohl die (einfa
he) Typentheorie als au
h dieSysteme der axiomatis
hen Mengenlehre. Sie sind erfolgrei
h, insoweit esdarum geht, die Paradoxien auszus
hlieÿen,53 aber ni
ht, insoweit es dar-um geht, Selbstbezügli
hkeit grundsätzli
h zu vereiteln. Gödel hat gezeigt,wie man in der Arithmetik eine Form der Selbstbezügli
hkeit erzeugenkann, die � wie die Anführung von Tarski � mit einem Wahrheitsprä-dikat zu Widersprü
hen führt. Das Verfahren ist aufwendig,54 i
h willaber versu
hen, die wesentli
hen Stationen zu skizzieren.Was i
h als bekannt voraussetze, ist die Mögli
hkeit, jedem Grund-zei
hen einer formalen Spra
he in eindeutiger Weise eine natürli
he Zahlzuzuordnen.55

52 Aussageform in dem Sinne, daÿ eine Aussage entsteht, wenn alle Vorkommnissedes Zei
hen ∗1 dur
h ein- und demselben Objektterm ersetzt werden.
53 Ein Widerspru
hsfreiheitsbeweis für die einfa
he Typentheorie mit Unendli
h-keitsaxiom existiert in der Form der S
hnitteliminierbarkeit der einfa
hen Typentheo-rie ohne Unendli
hkeitsaxiom (Beweis von �Takeutis Vermutung�, vgl. [16℄, S. 176 �).Ein Widerspru
hsfreiheitsbeweis für die �allgemeine Mengenlehre�, i.e. die Zermelo-Fraenkel Mengenlehre ohne Unendli
hkeitsaxiom, ist von A
kermann 1937 geliefertworden.
54 Gödel führte es 1931 in seinem berühmten Aufsatz `Über formal unent-s
heidbare Sätze der Prin
ipia Mathemati
a und verwandter Systeme I' ein; [18℄ imLiteraturverzei
hnis.
55 Da eine formale Spra
he normalerweise unendli
h viele Variablen unter ihrenGrundzei
hen hat, ist das ni
ht unbedingt völlig trivial. Man behilft si
h mit Prim-zahlen, von denen es na
hweisli
h unendli
h viele gibt, und die, sozusagen, immun sindgegenüber der Mögli
hkeit einer Zerlegung in arithmetis
he Bestandteile.



102 uwe petersenDer zweite S
hritt ist der, Reihen von natürli
hen Zahlen wiederumeine natürli
he Zahl so zuzuordnen, daÿ aus dieser Zahl die Reihe wie-der rekonstruierbar ist. Das ges
hieht unter Heranziehung des Gauÿs
henFundamentalsatzes der Arithmetik,56 na
h dem jede natürli
he Zahl grö-ÿer als 1 in bis auf die Reihenfolge eindeutiger Weise als ein Produkt vonPrimzahlen ges
hrieben werden kann oder selbst eine Primzahl ist. Aufdiese Weise kann jedem Ausdru
k X der formalen Spra
he auf umkehrbareindeutige Weise eine Zi�er zugeordnet werden, die sogenannte Gödelzahl
pXq. Dabei zeigen die kleinen E
ken p q die numeris
he Kodi�zierung ei-nes Ausdru
ks an.Der nä
hste S
hritt ist die De�nition einer Substitutionsfunktion inder Arithmetik. Diese Funktion ist in � verglei
hsweise � elementarerWeise bere
henbar (primitiv-rekursiv) und kann damit als arithmetis
heFunktion dargestellt werden, d.h. die folgende Glei
hung ist für jede Aus-sageform A und jede natürli
he Zahl n in der Arithmetik beweisbar:

sub(pA[x]q, n) = pA[n]q .Umgangsspra
hli
h würde das etwa folgendermaÿen lauten: sub(pA[x]q, n)ist glei
h der Gödelzahl des Ausdru
ks A[n], d.h. des Ausdru
ks der aus
A[x] entsteht, wenn jedes Vorkommnis von x dur
h n ersetzt wird.Nun geht man folgendermaÿen vor: man wählt für beide Argumentedieser Substitutionsfunktion die Gödelzahl des Ausdru
ks A[sub(x, x)],57d.h. pA[sub(x, x)]q. Wir nehmen nun kA als abkürzende S
hreibweise für
pA[sub(x, x)]q und erhalten so die folgende (�indirekte�) �Fixpunkteigen-s
haft�:58

sub(kA, kA) = pA[sub(kA, kA)]q .Weshalb das �Fixpunkteigens
haft� heiÿt, sollte ausrei
hend klar werden,wenn wir die Abkürzung fA für sub(kA, kA) hernehmen:
fA = pA[fA]q .

56 So genannt, weil Gauÿ ihn als erster bewiesen hat.
57 Die Selbstbezügli
hkeit wird hier dur
h sub(x, x) hergestellt, das o�ensi
htli
hdie Rolle von (x∈x) übernimmt.
58 Es muÿ klar sein, daÿ eine �abkürzende S
hreibweise� nur ein Mittel zur einfa-
heren Darstellung ist, kein Teil der formalen Spra
he. Sie kann also jederzeit wiedereliminiert werden.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 103Dann ist fA ein Fixpunkt bezügli
h A in folgendem Sinn: Wenn man Aals Aussagefunktion betra
htet, dann ist ihr Wert für das Argument fAwiederum fA selbst.Damit kann nun ein Fixpunktergebnis der folgenden Gestalt bewiesenwerden:
F ↔ F[pC[F ]q] .Eine derartige Fixpunkteigens
haft verursa
ht S
hwierigkeiten für dieAusdrü
kbarkeit von grundlegenden semantis
hen Begri�en auf der Ebeneder formalisierten Theorie selbst (d.h. als ein arithmetis
hes Prädikat imFalle der Arithmetik, wie z.B. das Prädikat, eine Primzahl zu sein), allenvoran das Wahrheitsprädikat, also des Prädikats tru, das die folgendeWahrheitsbedingung erfüllt:
tru(pAq) ↔ A.Mit einen Fixpunkt der Gestalt
p¬tru(f)q = fführt das zu

tru(f) ↔ tru(p¬tru[f ]q) ↔ ¬tru(f) ,was wiederum mit der klassis
hen Logik unverträgli
h ist.Damit haben wir zwei Arten zur Herstellung von Selbstbezügli
h-keit kennen gelernt, die � unabhängig von Demonstrativpronomina, Be-s
hreibung und empiris
her Au�ndung oder semantis
hen Methoden wieAnführung � rein syntaktis
h funktionieren: mengentheoretis
h (höhereLogik) dur
h Komprehension (Abstraktion) und arithmetis
h dur
h Ko-dierung. Das läÿt si
h folgendermaÿen in einer Tabelle gegenüberstellen:mengentheoretis
h arithmetis
h
x∈x sub(x, x)

RA :≡ {x : A[x∈x]} kA :≡ pA[sub(x, x)]q

FA :≡ RA∈RA fA :≡ sub(kA, kA)

A[FA] ↔ FA pA[fA]q = fAAls Beispiel für die linke Spalte habe i
h Russells Antinomie ange-führt, wo A im Wesentli
hen die Negation ist: ¬F ↔ F . Als Beispiel fürdie zweite Spalte habe i
h Tarskis Wahrheitsantinomie genannt.



104 uwe petersenDie Typentheorie wurde entworfen, um die erste (mengentheoreti-s
he) Form der Selbstbezügli
hkeit zu unterbinden. Die zweite (arithme-tis
he) Form der Selbstbezügli
hkeit läÿt si
h ni
ht unterbinden, sobaldein gewisses Maÿ an Arithmetik zur Verfügung steht.Es ist die indirekte Form der Selbstbezügli
hkeit, die philosophis
haufs
hluÿrei
h ist. Es kann passieren, daÿ eine Aussage über einen Sa
h-verhalt auf der Gegenstandsebene glei
hzeitig als eine (kodierte) Aussageüber einen Sa
hverhalt auf der Theorieebene interpretiert werden kann,und zwar so, daÿ die beiden unvereinbar sind. Das klassis
he Beispielist die Konstruktion von Gödels unents
heidbarem Satz. Eine formali-sierte Theorie, die die Formulierung aller primitiv-rekursiven Funktionenerlaubt, wie zum Beispiel die TheoriePRA der primitiv-rekursiven Arith-metik, kann so in den Objektberei
h abgebildet werden, daÿ es mögli
hwird, in dieser Theorie Aussagen � in kodierter Form � über dieselbezu ma
hen. Aussagenebene Objektebene
A[sub(x, x)] ←− sub(x, x)

−→
kA :≡ pA[sub(x, x)]q

↓

fA = pA[fA]q ←− fA :≡ sub(kA, kA)

↓

GA :≡ A[fA]

↓

GA ↔ A[pGAq]Man ma
he si
h die Glei
hung
sub(pA[sub(x, x)q, kA) = pA[sub(kA, kA))qklar, die den letzten Übergang von der Objektebene zur Aussagenebenekennzei
hnet. Sie ist das Herz der (indirekten) Fixpunkteigens
haft.Das Hin- und Her zwis
hen den beiden Ebenen im obigen Diagrammist 
harakteristis
h für das Herstellen von Selbstbezügli
hkeit in Theorien,die ausrei
hend Arithmetik enthalten:



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 105self-referen
e is never dire
t: it 
omes from a 
ontrolled 
onfusionof two levels of meaning for integers, whi
h are seen both as num-bers and as names for formulas.59Das ist es, was Wittgenstein ni
ht sehen konnte oder wollte; oder, ummit Adorno zu reden, was �den Positivisten wie Musik in den Ohren miÿ-tönt�.60 Aber, um glei
h Adorno und Co. auf Distanz zu halten, diesesMoment des �Unau�ösli
hen� ist keine Angelegenheit spra
hli
her Ver-renkungen und Kunststü
k
hen, wie sie uns von einer gewissen philo-sophis
hen Seite so gerne vorgeführt werden, sondern ein Ergebnis derformalisierten Arithmetik, das wiederum zu einem integralen Bestandteilder Informatik geworden ist.Mit anderen Worten, Selbstbezügli
hkeit erzeugt Doppeldeutigkeit(�Ambiguität�), die si
h im Falle der Arithmetik ni
ht vermeiden läÿt.Das hat eine erkenntnistheoretis
he Bedeutung. Ambiguität ist eine un-vermeidli
he �Realität� unserer Bes
hreibung, die den Puristen ni
ht ge-legen kommen mag, die aber Raum für eine Grundlegung von Denkbe-stimmungen na
h Hegels
hem Muster s
ha�t: Bestimmungen, die ihrenUrsprung in dieser Ambiguität haben, können zwar ni
ht als objektiv indem Sinne gelten, daÿ sie den Objekten an si
h zuzus
hreiben wären,aber denno
h sind sie intersubjektiv überprüfbar, d.h. es kommt ihneneine subjektunabhängige Gültigkeit zu.Im Unters
hied zur arithmetis
hen Form der Selbstbezügli
hkeit, die,wie Odifreddi bemerkt, nie direkt ist, verträgt si
h die mengentheoretis
heSelbstbezügli
hkeit, wie sie z.B. in Russells Antinomie verwendet wurde,ni
ht mit der klassis
hen Logik. Das weist auf einen grundsätzli
hen Un-ters
hied zwis
hen den beiden Formen der Selbstbezügli
hkeit hin. Dannstellt si
h aber die Frage, ob bzw. wie weit die klassis
he Logik über-haupt für die indirekte Form der Doppeldeutigkeit angemessen ist. Es istdur
haus denkbar, daÿ die klassis
he Logik bei der Anwendung auf dieindirekte Fixpunkteigens
haft zu Ergebnissen führt, die in gewisser Wei-se fals
h sind. Diesen Gedanken will i
h aber hier ni
ht weiter verfolgen,da i
h ohnehin nur mit der direkten Fixpunkteigens
haft arbeiten werde,und da führt an einer Eins
hränkung der Logik kein Weg vorbei.
59 [35℄, S. 165; kursiv im Original.
60 [34℄, S. 45.



106 uwe petersen4. Reaktionen auf die Paradoxien der Selbstbezügli
hkeitWas i
h oben (S. 92) hinsi
htli
h des Begri�s des Seins gesagt habe, giltau
h für die Paradoxien der Selbstbezügli
hkeit: Zu sehen, daÿ si
h hierüberhaupt ein philosophis
hes Problem auftut, ist s
hon eine begri�i
heLeistung. Daÿ es si
h dabei ni
ht um eine Selbstverständli
hkeit handelt,wird beispielsweise dur
h folgendes Zitat nahegelegt:Sätze wie [[der Lügner]], die ihre eigene Fals
hheit aussagen,müssen o�enbar vermieden werden, und wir vermeiden sie au
hfaktis
h in der natürli
hen Spra
he aus ebenso prinzipiellen Grün-den wie den Widerspru
h überhaupt.61Wie gut für die natürli
he Spra
he und die Philosophie, die si
h ihrerbedient. Damit kann das Problem der Paradoxien aus der Philosophieverabs
hiedet und in den Berei
h deduktiver Systeme abges
hoben wer-den.Für Frege lieÿ Russells Antinomie keinen Zweifel an der Unverträg-li
hkeit seines Grundgesetzes V mit dem Gesetz vom ausges
hlossenenDritten. In einem Na
hwort zu [15℄ erwägt Frege Mögli
hkeiten, dieserSituation zu begegnen. Zwei Fragen ragen heraus:621. Sollen wir annehmen, das Gesetz vom ausges
hlossenen Drittengelte von den Klassen ni
ht?632. Oder sollen wir annehmen, es gebe Fälle, wo einem unanfe
htbarenBegri�e keine Klasse entspre
he, die sein Umfang wäre?Das läuft auf folgende Alternative hinaus: Eins
hränkung der Logik oderEins
hränkung der Begri�sbildung. Der Weg einer Eins
hränkung derBegri�sbildung wird typis
herweise von der einfa
hen Typentheorie undZermelos Mengenlehre bes
hritten. Au
h Frege selbst hatte no
h im Na
h-
61 [60℄, p. 197. Die �prinzipiellen Gründe� würden mi
h interessieren, aber darübervon einem Philosophen detaillierten Aufs
hluÿ zu erhalten, ist wohl zu viel verlangt.
62 [15℄, S. 254.
63 In [15℄, auf S. 69, sagt Frege:Eine De�nition eines Begri�es (mögli
hen Prädikates) muss vollständig sein, siemuss für jeden Gegenstand unzweideutig bestimmen, ob er unter den Begri�falle (ob das Prädikat mit Wahrheit von ihm ausgesagt werden könne) oderni
ht.Eine Aufwei
hung dieses Grundsatzes s
heint mir Frege hier als Mögli
hkeit in Betra
htzu ziehen, ohne jedo
h grundsätzli
h das logis
he Gesetz vom ausges
hlossenen Drittenanzuzweifeln.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 107wort zum zweiten Band der Grundgesezte einen Vors
hlag gema
ht, wieUmfänge einzus
hränken seien,64 der si
h aber als unzurei
hend heraus-stellte.Etwa zur glei
hen Zeit ma
hte si
h Russell Gedanken, wie er der na
hihm benannten Antinomie begegnen sollte. Hier ist seine erste, no
h vor-läu�ge, Formulierung der (einfa
hen) Typentheorie:It will [. . .℄ be ne
essary to distinguish (1) terms, (2) 
lasses,(3) 
lasses of 
lasses, and so on ad in�nitum; we shall have tohold that no member of one set is a member of any other set,and that xǫu requires that x should be of a set of a degree lowerby one than the set to whi
h u belongs. Thus xǫx will be
omea meaningless proposition; and in this way the 
ontradi
tion isavoided.65Das läuft auf eine Eins
hränkung der Spra
he hinaus, in dem Sinne,daÿ x∈x gar ni
ht erst gebildet werden kann. Hier kündigt si
h CarnapsSphärenunters
heidung an.Es war Russell jedo
h klar, daÿ eine sol
he (einfa
he) Typenunter-s
heidung gegen die sogenannten semantis
hen Paradoxien ni
hts aus-ri
hten konnte, da letztere ni
ht von Mengen und Elementen handeln.Erst fünf Jahre später formulierte Russell sein berühmtes vi
ious
ir
le prin
iple, das eine zusätzli
he S
hi
htung innerhalb der Typen erfor-derte, wodur
h au
h die semantis
hen Paradoxien ausges
hlossen wurden.These falla
ies [. . .℄ are to be avoided by what may be 
alled the`vi
ious-
ir
le prin
iple'; i.e., `no totality 
an 
ontain membersde�ned in terms of itself'. This prin
iple, in our te
hni
al lan-guage, be
omes: `Whatever 
ontains an apparent variable mustnot be a possible value of that variable'. Thus whatever 
ontainsan apparent variable must be of a di�erent type from the possi-ble values of that variable; we will say that it is of a higher type.
64 In [15℄, auf S. 262. Die uneinges
hränkte Abstraktion hatte Frege ni
ht unterdie Grundgesetze aufgenommen, sie kann aber uns
hwer aus Grundgesetz V abgeleitetwerden. Frege setzte si
h ausführli
h mit dem Problem der Begri�sbildung auseinander,insbesondere wie Begri�e als Objekte der Spra
he zur Verfügung stehen können. Seinephilosophis
he Analyse ist in seinem Aufsatz �Begri� und Gegenstand� enthalten, woer den Begri� �Werthverlauf� einführt. Frege hat au
h daran geda
ht, zu beweisen,daÿ alle Terme eine Bedeutung haben. Dabei ist ihm aber ein Fehler unterlaufen, wieBartlett [2℄, S. 72 f, aufgezeigt hat.
65 [46℄, S. 517.



108 uwe petersenThus the apparent variables 
ontained in an expression are whatdetermines its type. This is the guiding prin
iple[[.]]66Zu dieser Zeit legte au
h Zermelo seine Untersu
hungen zur Grund-legung der Mengenlehre vor. Sein Konzept hat in der Form der Zermelo-Fraenkel-Skolem-Mengenlehre bis heute Bestand.In der Mengenlehre hat man si
h darauf zurü
kgezogen, daÿ der ur-sprüngli
he (naive) Mengenbegri� ni
ht von einer Klassi�kation ausging,sondern von dem Begri� der Kollektion vorhandener Elemente (�iterativesMengenkonzept� oder �kumulative Hiera
hie der Mengen�). Damit s
heintso etwas wie (x∈x) tatsä
hli
h ausges
hlossen zu sein, was bedeuten wür-de, daÿ die Mengenlehre ni
ht von den gängigen Paradoxien der Selbst-bezügli
hkeit betro�en ist. So hat Gödel s
hon in [19℄ argumentiert. Aberglei
hzeitig hat er au
h immer wieder darauf hingewiesen, daÿ die inten-sionalen Paradoxien, also die Paradoxien der Logik, na
h wie vor (1964)ni
ht gelöst sind, womit si
h die ganze Problematik einfa
h nur auf diehöhere Logik verlagert.Anfang der dreiÿiger Jahre des letzten Jahrhunderts hat Tarski einenVors
hlag gema
ht, wie die semantis
hen Paradoxien zu umgehen sind,der weitgehende Zustimmung gefunden hat.Wenn wir [. . .℄ die [[wesentli
hen]] Voraussetzungen analysieren,die zur Antinomie des Lügners führen, so stellen wir das Folgendefest:(I) Wir haben unausgespro
hen vorausgesetzt, daÿ die Spra-
he, in der die Antinomie konstruiert worden ist, neben derenAusdrü
ken au
h die Namen derselben enthält, ferner semanti-s
he Terme wie �wahrÆ in bezug auf Aussagen dieser Spra
he. Wirhaben au
h vorausgesetzt, daÿ alle Aussagen, die den angemesse-nen Gebrau
h dieses Terms festlegen, in der Spra
he behauptetwerden können. Eine Spra
he mit diesen Eigens
haften wird als�semantis
h ges
hlossenÆ bezei
hnet.(II) Wir haben vorausgesetzt, daÿ in dieser Spra
he die übli-
hen Gesetze der Logik gelten.[. . .℄ Da jede Spra
he, die diese beiden Voraussetzungen er-füllt, inkonsistent ist, müssen wir wenigstens eine von ihnen ver-werfen.67
66 [47℄, S. 75.
67 [57℄, S. 150 f.
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h ents
hlieÿt si
h Tarski, nur die Mögli
hkeit einer Preisgabeder Annahme (I) zu erwägen, d.h. Preisgabe semantis
h ges
hlossenerSpra
hen.Damit haben wir die wi
htigsten Strategien zur Vermeidung von Pa-radoxien erwähnt: die einfa
he Typentheorie und das iterative Mengen-konzept, sowie die Spra
hstufen als Strategie zur Vermeidung von seman-tis
hen Paradoxien.Strategien, die klassis
he Logik einzus
hränken, haben es s
hwerer ge-habt si
h dur
hzusetzen. S
hlimmer no
h, es hat immer wieder Stimmen,au
h von logis
h ni
ht ganz Unbedarften gegeben, die die Mögli
hkeit ei-ner sol
hen Eins
hränkung, oder zumindest ihren Sinn, bezweifelt haben.Der Grundtenor ist von Tarski vorgegeben worden:68Es wäre über�üssig, hier die Konsequenzen der Verwerfung vonVoraussetzung (II) hervorzuheben, das heiÿt, unsere Logik (vor-ausgesetzt, daÿ das mögli
h ist) in ihren elementareren und fun-damentaleren Teilen zu verändern.69Warum es über�üssig wäre, verrät Tarski ni
ht, und wahrs
heinli
h tuter gut daran. So wie die Behauptung dasteht, ist sie ein wohlfeiles undhö
hst e�ektives Mittel, naive Gemüter zu beeindru
ken. Entspre
hendist Tarskis Au�assung endlos wiederholt und variiert worden, bis hin zurphantasievollen Auss
hmü
kung:Wir stehen also vor der Alternative: Preisgabe der semantis
henGes
hlossenheit der Spra
he oder Ersetzung logis
her Grundre-geln dur
h neue. Das letztere würde eine wissens
haftli
he Kata-strophe darstellen; denn es ist ni
ht einzusehen, wie bei Verwer-fung jener einfa
hen logis
hen Prinzipien und Deduktionsregeln,die bei der Konstruktion der semantis
hen Antinomien verwendetwurden, au
h nur ein geringer Bestandteil des als �Wissens
haft�bezei
hneten Fors
hungsbetriebes aufre
hterhalten werden könn-te. Es bleibt daher nur der erste Ausweg[[.]]70
68 Das ist umso bemerkenswerter, als Tarski als Koautor des in Fuÿnote 14 er-wähnten Aufsatzes ers
heint, in dem eine unendli
h-wertige Aussagenlogik vorgestelltwird, die sehr wohl eine uneinges
hränkte Abstraktion für die Aussagenlogik zuläÿt(vgl. [54℄) � und bei einer geeigneten Erweiterung au
h für die Prädikatenlogik (vgl.[62℄).
69 [57℄, S. 151.
70 [55℄, S. 38 f.
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hulmeisternaturen sind die Paradoxien o�ensi
htli
h ein will-kommener Anlaÿ, der Spra
he Eins
hränkungen aufzuerlegen und zu be-stimmen, was gesagt werden darf bzw. si
h sinnvoll sagen läÿt. Carnap warda kein Einzelfall mit seinem Verbot von Sphärenvermengungen. Au
hrunde vierzig Jahre später lebt der Traum vom Verbieten von Ausdrü
kenfort, wie das nä
hste Zitat zeigt:
[[D]]as Auftreten der von Russell gefundenen Antinomie zeigt, daÿein sinnloser Ausdru
k verwendet worden ist und diese Verwen-dung keineswegs harmlos war. Damit wird man die Frage stellendürfen, weshalb wir denn überhaupt sinnlose Ausdrü
ke zulas-sen sollen, statt Freges Forderungen an die korrekte Bildung vonAusrü
ken zu vers
härfen und sinnlose Ausdrü
ke ein für allemalzu verbieten.71Warum sollten wir sinnlose Ausdrü
ke zulassen? Gegenfrage: Wer be-stimmt, was sinnlose Ausdrü
ke sind? Au
h der von Russell benutzteTerm kann in einer entspre
henden Mengenlehre sehr sinnvoll eingesetztwerden: nämli
h um zu zeigen, daÿ dur
h ihn keine Menge bezei
hnetwird. Au
h wenn ein Kriterium der Sinnlosigkeit es s
ha�en sollte, dieKlippe der Ideologie zu ums
hi�en, so bleibt do
h immer no
h die Frage,ob man sinnlose Ausdrü
ke auss
hlieÿen kann, ohne mögli
herweise au
hsinnvolle Ausdrü
ke auszus
hlieÿen. Ausdrü
ke sind ni
ht mit Etikettenversehen, die sie als sinnlos oder sinnvoll ausweisen.Frege war si
h der S
hwierigkeit bewuÿt, wie folgendes Zitat aus demNa
hlaÿ nahelegt:Es ist s
hwer, einen allgemein übli
hen Ausdru
k zu vermeiden,wenn man die Fehler, die daraus entspringen können, no
h ni
htkennengelernt hat. Es ist gar s
hwer, viellei
ht unmögli
h, jedenAusdru
k, den uns die Spra
he darbietet, auf seine logis
he Un-verfängli
hkeit zu prüfen. So besteht denn ein grosser Teil derArbeit des Philosophen � oder sollte wenigstens bestehen � ineinem Kampfe mit der Spra
he. Aber viellei
ht sind nur wenigesi
h dieser Notwendigkeit bewusst.72I
h für
hte, Freges Kampf mit der Spra
he ist, insbesondere von denen,die si
h so eilfertig auf ihn berufen, ni
ht als permanente Auseinander-
71 [58℄, S. 42. Und der Rohrsto
k s
hwingt immer mit.
72 [30℄, S. 289.
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he verstanden worden, sondern als Einzwängen, einKnebeln der Spra
he. Es wird si
h von selbst verstehen, daÿ i
h diesemBeispiel ni
ht zu folgen beabsi
htige. Was i
h anstrebe, ist eine Eins
hrän-kung der Logik zugunsten einer uneinges
hränkten Abstraktion, ohne daÿkontradiktoris
he Widersprü
he, also Widersprü
he der Gestalt A undni
ht-A, beweisbar werden. Auf diese Weise will i
h versu
hen, einen Be-rei
h für die Vernunft zu ers
hlieÿen, den die klassis
he (Verstandes-)Logik mit ihren rigiden Prinzipien verbaut.5. Eine Eins
hränkung der klassis
hen LogikUm das Privileg einer uneinges
hränkten Abstraktion (Begri�sbildung)in Anspru
h nehmen zu können, muÿ i
h einen Weg �nden, die klassi-s
he Logik so einzus
hränken, daÿ die Paradoxien der uneinges
hränktenAbstraktion keinen S
haden anri
hten können.Es liegt nahe, beim Satz vom ausges
hlossenen Dritten (Tertium nondatur) anzusetzen. Hegel hat ihn als einen Satz des bestimmten Verstan-des 
harakterisiert:Der Satz d e s a u s g e s 
 h l o s s e n e n D r i t t e n ist der Satz desbestimmten Verstandes, der den Widerspru
h von si
h abhaltenwill, und indem er dies thut, denselben begeht.73Von daher könnte man erwarten, daÿ er ihn, als ungeeignet für das spe-kulative Denken, aus der spekulativen Logik auss
hlieÿt. Dagegen s
heintjedo
h folgende Bemerkung zu stehen:In der spekulativen Logik ist die bloÿe V e r st a n d e s - L o g i kenthalten und kann aus jener soglei
h gema
ht werden; es be-darf dazu ni
hts, als daraus das Dialektis
he und Vernünftigewegzulassen[[.]]74Das kann als verwirrend empfunden werden. Wenn die Verstandeslogik inder spekulativen enthalten ist, enthält dann die spekulative Logik au
hden Satz vom ausges
hlossenen Dritten? Das s
heint mir keinen re
htenSinn zu ergeben.I
h will Hegels Worten ni
ht zuviel Bedeutung beilegen, aber tatsä
h-li
h zeigt si
h hier ein Problem allgemeiner Art. So ist zum Beispiel die
73 [25℄, S. 276. Vgl. oben S 94: Hegel über den Dogmatismus in der Metaphysik.
74 [25℄, S. 195 f.



112 uwe petersenintuitionistis
he Logik auf der einen Seite ein Teilsystem der klassis
hen,auf der anderen läÿt si
h aber die klassis
he Logik innerhalb der intuitioni-stis
hen interpretieren, d.h. man kann eine Vors
hrift für eine Übersetzungvon Formeln derart angeben, daÿ die Übersetzung einer beweisbaren For-mel der klassis
hen Logik wieder in der intuitionistis
hen Logik beweisbarist. Auf diese Weise ergibt si
h ein logis
her Raum sozusagen unterhalbder klassis
hen Logik. Damit ist die intuitionistis
he Logik in dem Sinnerei
her als die klassis
he Logik, als sie über eine stärkere Aussagekraftverfügt, die es zum Beispiel erlaubt, die Chur
h-Turing-These auf derObjektebene als Axiom widerspru
hsfrei zu formulieren.Um die uneinges
hränkte Abstraktion zulassen zu können, ohne daÿjede Formel beweisbar wird, muÿ von den Axiomen der klassis
hen Aus-sagenlogik etwas weggelassen werden. In diesem Sinne geht das, was i
hweiter unten als �dialektis
he Logik� bezei
hnen werde, aus der Verstan-deslogik, d.h. der klassis
hen Logik (mit dem Satz vom ausges
hlossenenDritten), hervor, indem alle Sätze des Verstandes weggelassen werden,die eine strikte Zweiwertigkeit postulieren. Die Frage ist natürli
h, wasalles zu diesen Sätzen des Verstandes gehört, und insbesondere, ob esrei
ht, den Satz vom ausges
hlossenen Dritten aus der Liste der Axiomezu strei
hen.Na
h dem Gesagten kann man die Sa
he aber au
h so sehen, daÿhinsi
htli
h dessen, was als wahr era
htet wird, in der klassis
hen Logikalles Vernünftige ausges
hlossen wird, insbesondere natürli
h die Wider-sprü
he der unbes
hränkten Begri�sbildung. In diesem Sinne wäre danndie klassis
he Logik die ärmere Logik. Im folgenden werde i
h aus axio-matis
her Si
ht sagen, daÿ gewisse Axiome oder S
hluÿregeln aufgegebenwerden müssen, um in den Genuÿ der uneinges
hränkten Abstraktion zugelangen; was man au
h einfa
h so formulieren kann: Weniger ist mehrbzw. weniger Axiome erlauben (potentiell) mehr Di�erenzierung, und da-mit Inhalt.Eine Eins
hränkung der klassis
hen Logik kann auf vers
hiedene Wei-sen unternommen werden, wie beispielsweise dur
h ein Hinzufügen vonni
ht-klassis
hen Wahrheitswerten zu den beiden klassis
hen Werten�wahr� und �fals
h�, oder eine Preisgabe klassis
her Axiome. DerartigeEins
hränkungen taugen ni
ht immer für eine widerspru
hsfreie Zulas-sung der uneinges
hränkten Abstraktion. Entspre
hend gibt es Autoren,die glauben, daÿ es ni
ht ausrei
ht, das Tertium non datur aufzugeben,



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 113um zu einer Logik zu gelangen, die eine widerspru
hsfreie Zulassung deruneinges
hränkten Abstraktion erlaubt. Als Begründung wird mitunterauf die intuitionistis
he Logik verwiesen, in der das Tertium non daturni
ht gilt, die uneinges
hränkte Abstraktion aber trotzdem zur Inkonsi-stenz führt und dazu, daÿ jede Formel beweisbar ist. Das Problem dabeiist, was man unter Preisgabe des Tertium non datur versteht. Es rei
htni
ht, irgendein Axiomensystem der klassis
hen Logik herzunehmen, inwel
hem die Formel A ∨ ¬A als Axiom auftritt, und das dann aus derListe zu strei
hen.75 Etwas pointierter könnte man sagen: Die Preisgabeeines logis
hen Gesetzes ist Glü
ksa
he, und es gibt eine Menge Pe
hvögel.Die Au�assung, daÿ es praktis
h unmögli
h sei, oder zumindest sehrs
hwierig, die Logik so einzus
hränken, daÿ uneinges
hränkte Abstrak-tion zugelassen werden kann, ist umso erstaunli
her, als es eine lä
herli
heinfa
he Mögli
hkeit gibt, zumindest aus te
hnis
her Si
ht, wenn man nurüber ein biÿ
hen Hintergrundwissen zu Gentzens Sequenzenkalkül verfügt.Die Grundeinsi
ht dieser Strategie lautet folgendermaÿen:S
hnitteliminierung ohne Zusammenziehung erfordert keinen Rü
kgri�auf die Komplexität der S
hnittformel.Anders gesagt, die S
hnittregel im sogenannten Idealkalkül76 ohne Zu-sammenziehungen läÿt si
h lei
ht als über�üssig na
hweisen, womit maneinen Konsistenzbeweis erhält, und zwar mit einer einfa
hen Induktion.Diese Tatsa
he stellt au
h eine Verbindung zur theoretis
hen Informa-tik her: Girards Ansatz zu einer logi
 of polytime basiert auf eben dieserEinsi
ht in die Komplexität der S
hnitteliminierbarkeit der Logik ohneZusammenziehungen.77Es wird jetzt nötig, eine formale Spra
he und einen formalen Beweis-begri� als Bezugsrahmen für die weiteren Überlegungen festzulegen.78Als Grundzei
hen haben wir1. freie Variablen, mitgeteilt dur
h a, b, a1, . . . ;2. gebundene Variablen, mitgeteilt dur
h x, y, z, x1, . . . ;
75 Vgl. meine Bemerkungen in [37℄, S. 1558 �, 113.16.
76 Was die Ges
hi
hte der Bezei
hnung �Idealkalkül� angeht, so verweisen Fraenkelet al. [13℄, S. 155, auf den Artikel von Hermes und S
holz [31℄.
77 Vgl. meine Bemerkungen in [38℄, S. 671.
78 Notgedrungen sind die folgenden Angaben knapp. Im wesentli
hen folge i
h derTerminologie von [37℄, � 12.



114 uwe petersen3. als Hilfszei
hen runde Klammern;4. als logis
he Zei
hen die Konstanten ⊆ (Inklusion), ∈ (Element)und den λ-Operator.Wie übli
h wird ein Term bzw. eine Formel, die keine freien Variablenenthält, als ges
hlossen bezei
hnet.Was die logis
hen Konstanten angeht, so ist dies ist ein sparsamesFundament. Abgesehen davon, daÿ dadur
h beweistheoretis
he Unter-su
hungen erlei
htert werden, soll au
h der Ausdru
ksfähigkeit der un-einges
hränkten Abstraktion Raum zur Entfaltung gelassen werden.Terme und Formeln werden nun auf übli
he Weise simultan de�niert:1. Jede freie Variable ist ein Term.2. Sind s und t Terme, so sind (s ⊆ t) und s∈t Formeln.3. Wenn t ein Term ist, F[t] eine Formel und x eine gebundene Va-riable, die ni
ht in F vorkommt, dann ist λx F[x] ein Term.I
h werde r, s, t als Mitteilungszei
hen für Terme gebrau
hen, A, B, Cfür Formeln, groÿe grie
his
he Bu
hstaben Γ , Π und Θ für Folgen vonFormeln, und Γ [A], zum Beispiel, um ein bestimmtes Vorkommnis einerFormel A in einer Folge von Formeln anzuzeigen, und Γ [ ], um anzuzei-gen, daÿ ein bestimmtes Vorkommnis einer Formel gestri
hen worden ist.Nennformen sind wie in [51℄, S. 1, de�niert; sie werden dur
h F, C, F1, usw.mitgeteilt. Alle Mitteilungszei
hen können au
h indiziert gebrau
ht wer-den. Eine Nennform F wird als erster Stufe bezei
hnet, wenn das Nenn-zei
hen ∗1 nirgends in F auf der linken Seite von ∈ vorkommt, d.h. dieFolge ∗1∈ kommt nirgends in F vor.Der Einfa
hheit halber werde i
h λA für λxA s
hreiben, wenn x ni
htin A vorkommt. λA wird dann au
h als leere Abstraktion bezei
hnet.Wenn Γ eine Folge von Formeln ist und A eine Formel, dann heiÿt
Γ ⇒ A eine Sequenz. I
h s
hreibe Γ, [A]·n, Π ⇒ C für Γ, A, . . . A, Π ⇒ C,wenn A, . . . , A eine Folge von n Vorkommnissen der Formel A ist.Die S
hluÿregeln in Sequenzenform für ∈ sind:79

links :
F[t], Γ ⇒ C

t∈λx F[x], Γ ⇒ C
rechts :

Γ ⇒ F[t]

Γ ⇒ t∈λx F[x]und die für ⊆:
79

∈-S
hlüsse werden oft au
h �λ-S
hlüsse� genannt.
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links :

Γ ⇒ r∈s r∈t, Π ⇒ C

s ⊆ t, Γ, Π ⇒ C
rechts :

a∈s, Γ ⇒ a∈t

Γ ⇒ s ⊆ tmit der Variablenbedingung: die freie Variable a (Eigenvariable) darf ni
htin der Untersequenz auftreten.S
hlüsse gemäÿ dieser vier Regeln werden als logis
he Zei
hen Grund-s
hlüsse bezei
hnet.Ein S
hnitt ist ein S
hluÿ na
h dem S
hema
Γ ⇒ C Π [C] ⇒ B

,
Γ, Π [ ] ⇒ Bwobei C als S
hnittformel bezei
hnet wird.Strukturs
hluÿregeln sind Verdünnungen, Vertaus
hungen und Zu-sammenziehungen:

Γ ⇒ C

A, Γ ⇒ C
und Γ, A, B, Π ⇒ C

Γ, B, A, Π ⇒ C
und A, A, Γ ⇒ C

.
A, Γ ⇒ CDie formale Theorie, die aus den vorgenannten Regeln mit den üb-li
hen Grundsequenzen (A ⇒ A) besteht, heiÿt LJλ. LJλ ist die intuitioni-stis
he Version des sogenannten Idealkalküls und erlaubt, genauso wie dervolle klassis
he Kalkül, die Beweisbarkeit jeder beliebigen Formel erlaubt(Trivialität).Zum Beweis führe i
h die Implikation als eine de�nierte logis
he Kon-stante ein:(5.1) A → B :≡ λA ⊆ λB .S
hlüsse gemäÿ folgender S
hemata können nun als LJλ-herleitbar na
h-gewiesen werden:

links :
Γ ⇒ A B, Π ⇒ C

A → B, Γ, Π ⇒ C
rechts :

A, Γ ⇒ B
.

Γ ⇒ A → BIm Fall der linken Regel geht das folgendermaÿen:
Γ ⇒ A

Γ ⇒ r∈λA

B, Π ⇒ C

r∈λB, Π ⇒ C
.

λA ⊆ λB, Γ, Π ⇒ CDamit läÿt si
h nun ein äuÿerst sparsamer Beweis der Paradoxie vonCurry in LJλ führen. Es sei C :≡ λx(x∈x → A), wobei A eine beliebigeFormel sein darf:
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C∈C ⇒ C∈C A ⇒ A

→ -links
C∈C → A, C∈C ⇒ A

∈-links
C∈C, C∈C ⇒ A Zusammenziehung

C∈C ⇒ Aund weiter:
C∈C ⇒ A

→ -re
hts
⇒ C∈C → A

∈-re
hts .
⇒ C∈CDur
h einen S
hnitt erhält man ⇒ A, wobei A na
h De�nition von C einebeliebige Formel sein kann. Damit haben wir die Behauptung bewiesen,daÿ LJλ trivial ist.Bei einem derart einfa
hen Beweis bleiben ni
ht viele Mögli
hkeiten,die Logik einzus
hränken: auÿer der Abstraktion sind nur Implikation,Zusammenziehung und S
hnitt beteiligt.Die Mögli
hkeit einer Eins
hränkung der Abstraktion wird von denmodernen axiomatis
hen Mengenlehren genutzt. Ein sol
hes Vorgehenverträgt si
h aber ni
ht mit der Idee einer Begründung der Metaphysikals Logik.80 Die Implikation ist eine logis
he Konstante, hier no
h dazuauf der Grundlage von ⊆ de�niert, so daÿ eine Strategie, die hier ansetzenwürde, eine ganze Reihe von weiteren Eins
hränkungen na
h si
h ziehenwürde. Zusammenziehung und S
hnitt sind sogenannte Strukturs
hluÿ-regeln. Es liegt in der Natur der S
hnittregel, daÿ sie von einem Wider-spru
h zur Trivialität führt. Ohne eine Form der S
hnittregel gibt es alsokeine Trivialität. Das ma
hen si
h die sogenannten parakonsistenten Lo-giken zunutze: Widersprü
he können geduldet werden, weil sie ni
ht zurTrivialität führen.O�ensi
htli
h spielt die Zusammenziehung in dem obigen Beweis einewi
htige Rolle. So stellt si
h die Frage, ob eine Preisgabe der Zusammen-ziehungsregel ausrei
hen würde, um die uneinges
hränkte Abstraktionwiderspru
hsfrei zulassen zu können? Tatsä
hli
h folgt aus der oben ge-nannten Grundeinsi
ht, daÿ S
hnitteliminierung ohne Zusammenziehun-gen keinen Rü
kgri� auf die Komplexität der S
hnittformel erfordert,ziemli
h unmittelbar: Ohne Zusammenziehungen ist die S
hnittregel au
h

80 [1℄ s
heint eine derartige Linie zu verfolgen, aber es ist mir ni
ht gelungen,in seinem Werk mehr als nur eine idiosynkratis
he Formulierung der Ergebnisse derZermelo-Fraenkel-Mengenlehre zu �nden.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 117bei uneinges
hränkter Abstraktion eliminierbar. Die formale Theorie, dieaus LJλ entsteht, wenn als Strukturs
hlüsse keine Zusammenziehungenmehr, sondern nur no
h Verdünnungen und Vertaus
hungen zugelassenwerden, heiÿt L
i
Dλ.81 Dann ist zu zeigen: Was immer mithilfe von S
hnit-ten in L

i
Dλ beweisbar ist, kann au
h ohne S
hnitt bewiesen werden.Die Bedeutung der S
hnitteliminierbarkeit liegt in der Konsequenzfür die Widerspru
hsfreiheit. Man kann si
h lei
ht überzeugen, daÿ dieleere Sequenz ⇒ ni
ht ohne S
hnitt L

i
Dλ-beweisbar sein kann: Sie istweder eine Anfangssequenz no
h die Untersequenz eines Grunds
hlusses.Falls ein Widerspru
h herleitbar wäre, so wäre mit S
hnitt au
h die leereSequenz herleitbar:82

⇒ ¬A

⇒ A

¬A ⇒
.

⇒Auf den eigentli
hen Beweis der S
hnitteliminierbarkeit kann hierni
ht eingegangen werden, da er den Rahmen sprengen würde, aber derwesentli
he Punkt soll zumindest angedeutet werden.Klassis
herweise erfordert ein S
hnitteliminierungsbeweis eine Induk-tion na
h der Länge der S
hnittformel. Uneinges
hränkte Abstraktionsteht dem im Weg: die Länge einer Formel F[t] kann länger sein alsdie von t∈λx F[x], obwohl es auf den ersten Bli
k ni
ht so aussehenmag. Man nehme z.B. Russells Klasse: F[t] entspri
ht dann der Formel
λx(x /∈x) /∈λx(x /∈x) und t∈λx F[x] der Formel λx(x /∈x)∈λx(x /∈x). Derrelevante ∈-S
hluÿ hat dann beispielsweise folgende Gestalt:

λx(x /∈x) /∈λx(x /∈x), Γ ⇒ C
.

λx(x /∈x)∈λx(x /∈x), Γ ⇒ CDeshalb darf die übli
he Strategie des �Na
h-oben-Vers
hiebens-des-S
hnittes� ni
ht von der Verkürzung der S
hnittformel abhängen. Das
81 Natürli
h gibt es au
h äquivalente Formulierungen in anderen Kalkülarten,beispielsweise im sogenannten Hilbert-Frege-Stil (axiomatis
h), auf die i
h hier aberni
ht eingehen will. Eine Behandlung der dazu benötigten Te
hniken �ndet si
h in [37℄,�� 16 und 17.
82 Da in der Formulierung von LiDλ ein Negationszei
hen fehlt, sieht das in derPraxis etwas komplizierter aus: Anstelle der leeren Sequenz muÿ man eine Sequenzminimaler Länge hernehmen, wie etwa ⇒ a∈a, die na
hweisli
h ni
ht ohne S
hnittbeweisbar sein kann.



118 uwe petersenist aber dur
h die Preisgabe der Zusammenziehungen errei
ht worden:Eine Induktion na
h der Anzahl der logis
he Zei
hen S
hlüsse rei
ht aus.I
h will versu
hen, das etwas für den Fall zu verdeutli
hen, daÿ dieS
hnittformel C die Form t∈λx F[x] hat. In diesem Fall sieht der S
hnittfolgendermaÿen aus:
Γ ⇒ F[t]

Γ ⇒ t∈λx F[x]

F[t], Π ⇒ C

t∈λx F[x], Π ⇒ C S
hnitt .
Γ, Π ⇒ CNun läÿt si
h ein S
hnitt s
hon mit den Obersequenzen ausführen, wo-dur
h wir eine gewisse Reduktion errei
ht haben:

······ ··
··
······

Γ ⇒ F[t]

······ ··
··
······

F[t], Π ⇒ C S
hnitt .
Γ, Π ⇒ CWas hier reduziert worden ist, ist die gesamte Länge der Herleitung undni
ht notwendigerweise der S
hnittformel; letztere kann länger gewordensein � das kommt auf die Form von F an.Diese Strategie rei
ht jedo
h ni
ht mehr aus, wenn Zusammenziehun-gen erlaubt sind. Dann kann folgende Situation entstehen:

Γ ⇒ F[t]

Γ ⇒ t∈λx F[x]

F[t], t∈λx F[x], Π ⇒ C

t∈λx F[x], t∈λx F[x], Π ⇒ C Zusammenziehung
t∈λx F[x], Π ⇒ C S
hnitt .

Γ, Π ⇒ CUm einen derartigen S
hnitt zu reduzieren, wird übli
herweise folgendeStrategie benutzt:
······ ··

··
······

Γ ⇒ F[t]

······ ··
··
······

Γ ⇒ F[t]

Γ ⇒ t∈λx F[x]

······ ··
··
······

F[t], t∈λx F[x], Π ⇒ C S
hnitt
F[t], Γ, Π ⇒ C S
hnitt

Γ, Γ, Π ⇒ Cevtl. Zusammenziehungen
.

Γ, Π ⇒ C



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 119Hier hat, wie vorher, der erste S
hnitt eine geringere Komplexität derHerleitung. Für den zweiten S
hnitt muÿ jedo
h ein Teil der Herleitung(Γ ⇒ F[t]) ein zweites Mal benutzt werden, und so vergröÿert si
h dieKomplexität des zweiten S
hnitts (und der gesamten Herleitung). Für denzweiten S
hnitt bräu
hten wir daher ein Komplexitätsmaÿ, das von demder Herleitung unabhängig ist, wie eben die Länge der S
hnittformel. Aberletztere ist im vorliegenden Fall ni
ht unbedingt reduziert worden, unddas ma
ht die ganze Aktion wertlos, was uns allerdings ni
ht überras
hensollte, da wir ja wissen, daÿ die S
hnitteliminierung im vorliegenden Fallunmögli
h ist.Mit anderen Worten, wenn es keine Zusammenziehungsregeln (au
hni
ht verste
kt, d.h. integriert in die logis
he Zei
hen S
hluÿregeln!) gibt,kann die S
hnitteliminierbarkeit (bei entspre
hender Form der Grund-s
hluÿregeln) ohne Rü
kgri� auf die Länge der zur Diskussion stehen-den S
hnittformel bewiesen werden. Daran liegt es, daÿ Logik ohne Zu-sammenziehungen so si
her vor allen Antinomien ist, die dur
h uneinge-s
hränkte Abstraktion erzeugt werden.83Das rei
ht aus, die übli
hen (intuitionistis
hen Versionen der) S
hluÿ-regeln aller gängigen logis
hen Konstanten zu erhalten. Hier ist eine Listevon De�nitionen, auf die i
h gelegentli
h zurü
kgreifen werde:
V :≡ λx(x ⊆ x) (Allmenge),

∧

x F[x] :≡ V ⊆ λx F[x] (Allquantor),
⊥ :≡

∧

x(V ⊆ x) (falsum),
¬A :≡ A → ⊥ (Negation),
∅ :≡ λ⊥ (Leermenge),
⊤ :≡ ¬⊥ (verum),

∨

xF[x] :≡
∧

y(
∧

x(F[x] → λ⊤ ⊆ y) → λ⊤ ⊆ y) (Existenz),
s ≡ t :≡

∧

y(s∈y → t∈y) (Identität),
A � B :≡

∧

x((A → (B → λ⊤ ⊆ x)) → λ⊤ ⊆ x), (a-Konjunktion),
A ∧ B :≡

∧

x(
∧

y(λA∈y → (λB∈y → x∈y)) → λ⊤ ⊆ x)(m-Konjunktion),
83 In Abs
hnitt 9 werden wir sehen, daÿ si
h das ni
ht auf die klassis
hen Be-s
hreibungsoperatoren wie ε, µ und ι ausdehnen läÿt.
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A ∨ B :≡

∧

y((A → λ⊤ ⊆ y) ∧ (B → λ⊤ ⊆ y) → λ⊤ ⊆ x)(m-Disjunktion),
{̊s}̊ :≡ λx(s ≡ x) (exklusive Einermenge),

{̊s, t}̊ :≡ λx(x ≡ s ∨ x ≡ t) (exklusive Paarmenge),
A ↔ B :≡ (A → B) ∧ (B → A) (logis
he Äquivalenz),

s = t :≡
∧

x(x∈s ↔ x∈t) (Glei
hheit),
{s} :≡ λx(x = s) (inklusive Einermenge),

{s, t} :≡ λx(x = s ∨ x = t) (inklusive Paarmenge),
〈s, t〉 :≡ {{{s}, ∅}, {{t}}} (inklusives geordnetes Paar),
〈̊s, t〉̊ :≡ {̊̊{̊{s}̊, ∅}̊,̊ {̊{t}̊}̊}̊ (exklusives geordnetes Paar),

λxy F[x, y] :≡ λz
∨

x
∨

y(z ≡ 〈̊x, y〉̊� F[x, y]) (zweistellige Abstraktion),
∁ :≡ λxy(y = λz (z /∈x)) (Komplement),
st :≡ λx (̊〈t, x〉̊∈s) (Na
hberei
h eines Arguments),

s[[t]] :≡ λx
∧

y (̊〈t, y〉̊∈s → x∈y) (Anwendung),
s ∪ t :≡ λx(x∈s ∨ x∈t) (m-Vereinigung),

0 :≡ ∅ (Null),
s′ :≡ s ∪ {s} (Na
hfolger),

s ⊓ t :≡ λx(x∈s � x∈t) (a-Dur
hs
hnitt).Ein Groÿteil dieser De�nitionen wird mehr oder weniger vertraut sein.84Eine Unters
heidung zwis
hen �a�- und �m�-Versionen von Konjunktionusw. emp�ehlt si
h angesi
hts der unters
hiedli
hen Behandlung der An-nahmen: a-Konjunktion akkumuliert die Annahmen, m-Konjunktion bil-det ihren kleinsten gemeinsamen Nenner, sozusagen. Eine Unters
heidungzwis
hen exklusiven und inklusiven Versionen der Einermenge usw. wirddur
h die Unters
heidung von Glei
hheit und Identität motiviert. Beson-dere Erwähnung verdienen viellei
ht no
h die Operationen Na
hberei
heines Arguments und Anwendung. st gibt den Werteberei
h von s für
84 Die Symbole V für den Allquantor und W für den Existenzquantor s
heinen ausder Mode gekommen zu sein, aber sie haben den Vorteil einer Nähe zu den Symbolen

∧ und ∨, eine Nähe, die i
h im Hinbli
k auf eine gewisse Parallelität im Fall deralternativen Konjunktion � und des Notwendigkeitsoperators �, die weiter unteneingeführt werden, erhalten mö
hte.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 121das Argument t. Für den Fall, daÿ s eine Funktion ist, gibt st die Einer-menge des Funktionswertes für das Argument t und s[[t]] den Funktions-wert selbst. Ansonsten erhält man, beispielsweise, ∅[[s]] = V und V [[s]] = ∅ ,hingegen ∅s = ∅ und Vs = V . Was diese beiden Operationen jedo
h ge-meinsam haben, ist, daÿ sie so hübs
h den typentheoretis
hen Vorstellun-gen von einer korrekten Syntax der Spra
he zuwiderlaufen. Deshalb wirdes au
h ni
ht überras
hen, daÿ sie si
h für die Erzeugung von Paradoxiender Selbstbezügli
hkeit eignen. Das sieht man s
hön an folgendem Term:
φ :≡ λxy(xx = 0) .In einem ersten S
hritt läÿt si
h dafür zeigen:

φφ = 0 ⇒ φφ = 0

φφ = 0 ⇒ 〈φ, a〉∈φ

φφ = 0 ⇒ a∈φφ a∈0 ⇒

a∈φφ → a∈0, φφ = 0 ⇒

a∈φφ ↔ a∈0, φφ = 0 ⇒

φφ = 0, φφ = 0 ⇒ Zusammenziehung .
φφ = 0 ⇒Damit erhält man weiter:

φφ = 0 ⇒

〈φ, a〉∈φ ⇒ a∈0

a∈φφ ⇒ a∈0

⇒ a∈φφ → a∈0 ⇒ a∈0 → a∈φφ

⇒ a∈φφ ↔ a∈0
,

⇒ φφ = 0somit einen Widerspru
h.6. Von der Selbstbezügli
hkeit zur Fixpunkteigens
haftMit den Mitteln, die im vorigen Abs
hnitt zur Verfügung gestellt wordensind, läÿt si
h das Thema der Selbstbezügli
hkeit zur Fixpunkteigens
haftausdehnen. In Abs
hnitt 3 habe i
h Russells Antinomie als Beispiel für
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hkeit angeführt. Aber Selbstbezügli
hkeit ist damit geradeerst berührt; das Beispiel der Russells
hen Antinomie kann dahingehendverallgemeinert werden, daÿ es zu jeder einstelligen Aussageform F einenFixpunkt gibt, d.h. eine Formel derart, daÿ: RF :≡ {x : F[x∈x]} und manerhält
RF ∈{x : F[x∈x]} ↔ F[RF∈RF] ,d.h., wenn man FF für RF ∈RF s
hreibt:(6.1) FF ↔ F[FF] ,ein hübs
hes Fixpunktergebnis.Es ist aber no
h eine weitere Verallgemeinerung der Fixpunkteigen-s
haft mögli
h, und zwar für Terme.85 Selbstbezügli
hkeit kann man jetztauf der Grundlage des Terms λz (̊〈t, z〉̊∈s) herstellen, für den oben die Ab-kürzung st eingeführt wurde. Es sei nun g :≡ λxyF[xx, y] und fg :≡ gg :86

F[gg, a] ⇔ F[fg, a]

〈̊g, a〉̊∈λxy F[xx, y] ⇔ F[f, a]
=========================
a∈λz (̊〈g, z〉̊∈g) ⇔ a∈λx F[fg, x]

⇒ a∈fg ↔ a∈λx F[fg, x]
.

⇒ fg = λx F[fg, x]Das heiÿt, wir haben eine Fixpunkteigens
haft für Termformen:(6.2) fg = λx F[fg, x] .Als Beispiel sei hier ein Fixpunkt für die Einermenge angeführt:87
λxy(xx ≡ y)λxy(xx ≡ y) .

85 Vgl. [36℄, S. 382 f.
86 In [36℄ habe i
h eine Formulierung mithilfe der Anwendungsoperation s[[t]] be-nutzt, die etwas komplizierter ist, im Ende�ekt aber auf dasselbe hinausläuft.
87 Ko
h in [32℄, S. 3, bemüht A
zels Anti-Fundierungsaxiom, um die Existenz einesFixpunktes für die Einermenge, d.h. eines Objekts f , für das gilt {f} = f , als Re
htfer-tigung für die Mögli
hkeit eines Fixpunktes für die Negation heranzuziehen, und meintdann bezügli
h der Negation: �Es sollte si
h ohne weiteres ein Fixpunkt denken lassen,in dem Argument und Wert, Eingabe und Ausgabe der Operation zusammenfallen.�Angesi
hts der hier bewiesenen Fixpunkteigens
haft ist das ein unnötiger Umweg: Dieuneinges
hränkte Abstraktion liefert Fixpunkte für alle Aussage- und Termformen.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 123Es sei g :≡ λxy(xx ≡ y) und f :≡ gg:
a ≡ gg ⇒ a ≡ f

〈̊g, a〉̊∈g ⇒ a ≡ f

a∈λx (̊〈g, x〉̊∈g) ⇒ a ≡ f
===================

a∈gg ⇒ a ∈̊{f }̊

⇒ a∈gg → a ∈̊{f }̊ ⇒ a ∈̊{f }̊ → a∈gg

⇒ a∈gg ↔ a ∈̊{f }̊
.

⇒ gg = {̊f }̊Selbstbezügli
hkeit kann nun in der Form der Fixpunkteigens
haftdie Gestalt einer einfa
hen ges
hlossenen Formel gegeben werden, odereigentli
h zwei, je na
hdem, wel
he der beiden Operationen, Bildberei
hoder Anwendung, man dazu hernimmt:
∧

x
∨

y(xy = y) und ∧

x
∨

y(x[[y]] = y) .Als ziemli
h unmittelbare Konsequenz der Fixpunkteigens
haft erhältman:
¬

∨

y
∧

x(x 6= yx) und ¬
∨

y
∧

x(x 6= y[[x]]) .Das ist ein bemerkenswertes Ergebnis, das i
h ni
ht zuletzt deshalb aus-drü
kli
h erwähne, weil es der klassis
hen Au�assung so unversöhnli
hentgegengesetzt ist. Na
h klassis
her Au�assung ist beispielsweise dieKomplementbildung ∁ eine Operation, für die
∧

x(x 6= ∁[[x]])erfüllt ist.In diesem Zusammenhang will i
h au
h auf das hinweisen, was HaoWang �Gödel's paradox� genannt hat.88 Na
h Hao Wang wollte Gödeldamit zeigen, daÿ es keine einfa
he Lösung für die intensionalen Para-doxien gibt. Gödel benutzt eine Funktion E, die folgendermaÿen dur
hFallunters
heidung de�niert wird:
E(x) =

{

1, falls x = 0 ;

0, falls x 6= 0 .

88 Vgl. 8.6.24�8.6.26 auf S. 279 in [61℄.



124 uwe petersenNun behauptet Gödel, man könne unmittelbar sehen, daÿ E(x) 6= x füralle x gilt. In Anbetra
ht der Fixpunkteigens
haft für L
i
Dλ kann dasjedo
h so ni
ht zutre�en. Ohne eine Form des Tertium non datur oderein äquivalentes klassis
hes Gesetz kann es ni
ht gelingen, E(x) 6= x fürbeliebige x zu beweisen.Zunä
hst einmal will i
h zeigen, wie man das Resultat ∧

x(E(x) 6= x)auf einfa
he Weise erhalten kann (ohne jedo
h zu behaupten, daÿ es ni
hteinfa
her ginge):
⇒ a = 0 ∨ a 6= 0

a = 0, E(a) = a ⇒

a 6= 0 ⇒ E(a) = 0 0 = a ⇒ a = 0

a 6= 0, E(a) = a ⇒ a = 0

a 6= 0, a 6= 0, E(a) = a ⇒

a 6= 0, E(a) = a ⇒

a = 0 ∨ a 6= 0, E(a) = a ⇒

E(a) = a ⇒
.

⇒ E(a) 6= aO�ensi
htli
h wird das Tertium non datur darin gebrau
ht und eine Zu-sammenziehung.Es mag einfa
her gehen, aber si
her ni
ht ohne eine gewisse Formdes Tertium non datur oder der Zusammenziehung. Das folgt aus derDe�nierbarkeit der folgenden Funktion nc in L
i
Dλ, die i
h im Prinzips
hon in [36℄, S. 383, betra
htet habe (allerdings mit einer komplizierterenDe�nition):

nc :≡ λxy((x = 0 ∧ y = 1) ∨ (x 6= 0 ∧ y = 0)) .Dafür erhält man ohne S
hwierigkeiten:
t = 0 ⇒ nc[[t]] = 1 , und(6.3)
t 6= 0 ⇒ nc[[t]] = 0 ,(6.4)d.h. die De�nitionsbedingungen von E sind erfüllt.Aufgrund der Fixpunkteigens
haft gilt weiterhin:

⇒ nc[[f ]] = f .Damit haben wir folgende Situation:� In L
i
Dλ kann eine Funktion nc de�niert werden, wel
he die De�-nitionsbedingungen von E erfüllt;



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 125� zu jeder einstelligen Termform Z gibt es einen Term fZ (Fixpunktbezügli
h Z) derart, daÿ Z[f ] = f L
i
Dλ-beweisbar ist, d.h. insbe-sondere für nc: Li

Dλ ⊢ nc[[f ]] = f ; d.h. Li
Dλ ⊢ ¬

∧

x(nc[[x]] 6= x);� L
i
Dλ ist widerspru
hsfrei: die S
hnitteliminierbarkeit in L

i
Dλ kanndur
h einen einfa
hen Induktionsbeweis (d.h. bis ω) geliefert wer-den.Mit anderen Worten, E(x) 6= x für alle x kann keine unmittelbare Folge-rung der De�nition von E sein.Was passiert dann aber mit dem Fixpunkt f? Aus 6.4 erhält manzuerst

⇒ nc[[f ]] = f f 6= 0 ⇒ nc[[f ]] = 0

f 6= 0 ⇒ f = 0und dann
⇒ nc[[f ]] = f f = 0 ⇒ nc[[f ]] = 1

f = 0 ⇒ f = 1 1 = 0 ⇒ ⊥
.

f = 0, f = 0 ⇒ ⊥O�ensi
htli
h würden Zusammenziehungen hier Unheil anri
hten. Mankönnte dann nämli
h wie folgt s
hlieÿen:
f = 0, f = 0 ⇒ ⊥

f = 0 ⇒ ⊥

⇒ f 6= 0 f 6= 0 ⇒ f = 0

⇒ f = 0 ⇒ f = 1
.

⇒ 1 = 0Hier ist wohl der Punkt, wo die Di�erenz zwis
hen klassis
her unddialektis
her Position am deutli
hsten zutage tritt:� in der klassis
hen Theorie gibt es eine Abbildung g derart, daÿ
g[[x]] 6= x für alle x gilt;� in einer dialektis
hen (höheren) Logik gibt es keine Abbildung g,für die immer g[[x]] 6= x gilt.Der Punkt ist hö
hst metaphysis
h: Ist es grundsätzli
h mögli
h, dieWelt(oder das Universum) in zwei elementfremde Teile aufzuteilen, deren Ver-einigung die gesamte Welt ist. Die klassis
he Position kann dahingehend
harakterisiert werden, daÿ sie diese Frage mit Ja beantwortet (Tertiumnon datur). Die Position, die i
h mit meinem Versu
h einer Begründung



126 uwe petersender Metaphysik dur
h logis
he Analyse der Selbstbezügli
hkeit verfolge,beantwortet die Frage mit Nein. Aufgrund der Fixpunkteigens
haft gibtes einen Term fcp derart, daÿ das Komplement λx(x /∈fcp) von fcp glei
h
fcp ist. Anders gesagt, der Dur
hs
hnitt zwis
hen dem Fixpunkt fcp undseinem Komplement λx(x /∈fcp) ist glei
h fcp selbst: λx(x /∈fcp)∩fcp = fcp.Von diesem Fixpunkt kann man ni
ht zeigen, daÿ er leer ist, obwohl manau
h ni
ht zeigen kann, daÿ etwas unter ihn fällt. Die folgenden beidenBeweis�guren mögen das vermitteln:

⇒ λx(x /∈fcp) = fcp

a∈fcp ⇒ a∈fcp a∈∅ ⇒ ⊥

a∈fcp → a∈∅, a∈fcp ⇒ ⊥

fcp = ∅, a∈fcp ⇒ ⊥

fcp = ∅ ⇒ a /∈fcp

fcp = ∅ ⇒ a∈λx(x /∈fcp)

fcp = ∅ ⇒ a∈fcp a∈∅ ⇒ ⊥

a∈fcp → a∈∅, fcp = ∅ ⇒ ⊥
,

fcp = ∅, fcp = ∅ ⇒ ⊥und:
⇒ λx(x /∈fcp) = fcp

a∈fcp ⇒ a∈fcp

a∈fcp, a /∈fcp ⇒ ⊥

a∈fcp, a∈λx(x /∈fcp) ⇒ ⊥
.

a∈fcp, a∈fcp ⇒ ⊥7. Fixpunkte I: De�nition rekursiver FunktionenDie Fixpunkteigens
haft legitimiert De�nitionspraktiken, die na
h her-kömmli
her Au�assung logis
h unzulässig sind; dazu gehören insbeson-dere Zirkelde�nitionen. Sie ermögli
hen eine Darstellung aller rekursivenFunktionen in der Theorie L
i
Dλ. Wie das im einzelnen geht, kann in [39℄,auf den Seiten 101�122, na
hgelesen werden. Hier will i
h nur auf dieverbotene Art der De�nition hinweisen.89

89 Die Theorie der partiell-rekursiven Funktionen erlaubt über den Rekursionssatzein analoges Vorgehen, das sogar mit der klassis
hen Logik vereinbar ist � allerdings



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 127Als Beispiel für die De�nition einer Funktion als Fixpunkt bietet si
hfolgendes S
hema zur De�nition der Addition an:
add = λx1x2x3 ((x2 ≡ 0 � x3 ≡ x1) ⋄

∨

y
∨

z (x2 ≡ y′
� x3 ≡ z′ �̊ 〈̊〈x1 , y〉̊, z〉̊∈add)) .Das ist nur als S
hema geda
ht, um einen Eindru
k zu vermitteln. Logi-s
he Konstanten wie = und ′ müssen eventuell variiert werden, um denspezi�s
hen Gegebenheiten eines typenfreien Systems Re
hnung zu tra-gen.Damit lassen si
h dann lei
ht relevante Eigens
haften der folgendenArt zeigen:

⇒ 〈̊̊〈s, 0〉̊, s〉̊∈add ,

⇒ 〈̊̊〈s, t′ 〉̊, r′ 〉̊∈add ,

〈̊̊〈s, 0〉̊, t〉̊∈add ⇒ t ≡ s ,
∧

x (̊〈̊〈s, n〉̊, x〉̊∈ add → x ≡ p),̊ 〈̊〈s, n′ 〉̊, t〉̊∈add ⇒ t ≡ p′ .Dann läÿt si
h die Addition in vertrauter Form als s + t :≡ add [[s, t]]einführen, und ihre Rekursionsglei
hungen
⇒ m + 0 = s ,

⇒ m + n′ = (m + n)′ ,können zi�ernweise dur
h metatheoretis
he Induktion in L
i
D

Z
λ bewiesenwerden.Tatsä
hli
h lassen si
h auf diese Weise alle primitiv-rekursiven Funk-tionen zi�ernweise repräsentieren, und darüber hinaus au
h alle k-rekur-siven Funktionen.Um die allgemein-rekursiven Funktionen zi�ernweise repräsentierenzu können, wird no
h ein Su
hoperator benötigt, der die kleinste Nullstelleeiner Funktion f liefert, sofern eine sol
he existiert, und f für alle kleinerenArgumente de�niert ist, d.h. Werte in den natürli
hen Zahlen besitzt.Dazu wird die Gesamtheit der natürli
hen Zahlen na
h folgenden S
hemaals Fixpunkt eingeführt:nur um den Preis der Zulassung partieller, d.h. ni
ht überall de�nierter, Funktionen.Es ist mir ni
ht klar, wie weit diese Analogie rei
ht.
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N = λx(x ≡ 0 ⋄

∨

y(y∈N � x ≡ y′)) .Das liefert zwar keine vollständige Induktion, aber genug, um die relevan-ten Eigens
haften eines sol
hen Su
hoperators beweisen zu können.Auf diese Weise können alle rekursiven Funktionen in L
i
Dλ zi�ern-weise repräsentiert werden, und damit erhält man au
h die Unents
heid-barkeit von L

i
Dλ. Um die Totalität der primitiv-rekursiven Funktionen zuzeigen, brau
ht man aber s
hon eine Form der vollständigen Induktion,von der man aufgrund einfa
her ordinaler Überlegungen sagen kann,90 daÿsie in L

i
Dλ ni
ht zu haben ist. Das wird uns weiter unten bes
häftigen.In der theoretis
hen Informatik, und allgemein in den mathemati-s
hen Disziplinen, ist man weniger dogmatis
h eingestellt als in der Philo-sophie, und so mag es ni
ht weiter verwundern, daÿ die Logik, die i
h hier

L
i
Dλ genannt habe, heute in der theoretis
hen Informatik ein beliebtesFors
hungsobjekt ist. Ein Grund, weshalb diese Logik für die theoretis
heInformatik eine besondere Rolle spielt, besteht darin, daÿ alle in ihr alstotal beweisbaren Funktionen in polynomialer Zeit bere
henbar sind. Dasmag für Metaphysiker ni
ht sonderli
h interessant sein, aber es wirft no
heinmal ein interessantes Li
ht auf den Versu
h, hier eine �wissens
haftli
heKatastrophe� herbeizureden.8. Fixpunkte II: die Unverträgli
hkeit der ExtensionalitätDie Fixpunkteigens
haft erlaubt eine Darstellung der allgemein-rekursi-ven Funktionen auf eher unorthodoxe Weise. Sie hat aber au
h ande-re unorthodoxe Auswirkungen, die zunä
hst einmal überras
hen können.Als erstes will i
h zeigen, daÿ eine einfa
he Substitutionseigens
haft ni
hteinmal mehr für Nennformen der ersten Stufe allgemein gilt:(8.1) s = t, F[s] ⇒ F[t] .Um das zu sehen, nehme man F :≡ s = ∗1 � s = ∗1 :

s = t, s = s � s = s ⇒ s = t � s = t .Da s = s � s = s ziemli
h trivialerweise gilt, erhält man
s = t ⇒ s = t � s = t ,

90 Die Widerspru
hsfreiheit von LiDλ kann dur
h eine einfa
he Induktion gezeigtwerden. Na
h Gödels zweitem Satz kann damit die Induktion in LiDλ ni
ht beweisbarsein.
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hema der Zusammenziehung für Glei
hheitsformeln. Mit
λA = λ⊤ ↔ Aerhält man daraus sofort ein S
hema der Zusammenziehung für beliebigeFormeln:
A ⇒ A � A.Damit ist klar, daÿ 8.1 au
h für Nennformen der ersten Stufe ni
ht mituneinges
hränkter Abstraktion verträgli
h ist.Was jedo
h gezeigt werden kann: Wenn F eine Nennform der erstenStufe ist, dann gibt es eine natürli
he Zahl n derart, daÿ(8.2) [s = t]·n, F[s] ⇒ F[t]

L
i
Dλ-beweisbar ist.Wie sieht nun aber die Situation aus, wenn wir die Bes
hränkung aufNennformen der ersten Stufe fallen lassen? Die Antwort lautet einfa
h: DieFixpunkteigens
haft für Aussageformen ma
ht kurzen Prozeÿ mit jederGlei
hsetzung von Glei
hheit und Identität, au
h in der Form einer Regelwie etwa(8.3) ⇒ λF = ∅

.
⇒ λF ≡ ∅Aufgrund von 6.1 wissen wir, daÿ es einen Fixpunkt gibt, der
F ↔ λF ≡ ∅erfüllt. Nun läÿt si
h zeigen, daÿ

λF ≡ ∅ ⇒ ⊥ , und
⇒ λF = ∅beide in L

i
Dλ beweisbar sind,91 d.h. es gibt einen Term λF derart, daÿ die

91 Der Beweis ist ausgeführt in [36℄, S. 376, sowie [37℄, S. 1734. Dort habe i
hden Term R̊ :≡ λx(λ(x∈x) ≡ ∅) dafür herangezogen. Dieser Term kann als Variationvon R :≡ λx(x /∈x) gesehen werden, wenn man si
h folgendes klar ma
ht: Der Rus-sells
he Term ist logis
h äquivalent zu λx(λ(x∈x) = ∅). Man brau
ht also nur dasZei
hen = dur
h ≡ zu ersetzen. Das wird unmittelbar deutli
h, wenn man statt derSelbstelements
haft x∈x die Selbstanwendung xx betra
htet und anstelle des Terms
φ :≡ λxy(xx = ∅) von S. 121 den Term φ̊ :≡ λxy(xx ≡ ∅) hernimmt: der Beweis vonS. 121 geht dann über in einen Beweis von φ̊ φ̊ ≡ 0 ⇒ und ⇒ φ̊ φ̊ = 0, und das ohneeine einzige Zusammenziehung.



130 uwe petersenZulassung einer S
hluÿregel der Gestalt 8.3 unmittelbar zur Inkonsistenzführen würde.Mithilfe der Fixpunkteigens
haft 6.2 für Termformen kann dieses Er-gebnis no
h dahingehend vers
härft werden, daÿ jedes Objekt, das si
hüberhaupt von irgendeinem anderen Objekt unters
heiden läÿt, einenDoppelgänger hat, d.h. ein Objekt, das ihm glei
h ist, von dem es si
haber au
h unters
heiden läÿt.92Was also Quine als �
onfusion� brandmarkt, ist für die höhere Logikunabdingbar: eine Trennung von Glei
hheit und Identität. Als Faustregelkann man davon ausgehen, daÿ in dem, was analytis
he Empiristen ver-teufeln, eine Quelle spekulativer Einsi
ht verborgen liegt. In diesem Fall:die Morgenröte der Intensionen, die man
hen analytis
hen Philosophenein Grauen ist.939. Fixpunkte III: das Versagen der Bes
hreibungDie Unverträgli
hkeit der Extensionalität mit der uneinges
hränkten Ab-straktion kann s
hon als Anzei
hen dafür gewertet werden, daÿ au
h beimBezei
hnen mit S
hwierigkeiten zu re
hnen ist, wenn uneinges
hränkteAbstraktion zugelassen wird. Die Fixpunkteigens
haft ma
ht au
h tat-sä
hli
h kurzen Prozeÿ mit Bes
hreibungsoperatoren in ihrer klassis
henGestalt. Dies ist am augenfälligsten bei der sogenannten unbestimmtenBes
hreibung, die si
h umgangsspra
hli
h dur
h die Wendung �was dieEigens
haft A hat� wiedergeben läÿt. In der Mathematik, wie au
h sonst,ist folgende Art der Argumentation übli
h: Angenommen es gibt einenatürli
he Zahl mit der Eigens
haft A; es sei p eine sol
he Zahl, danngilt o�ensi
htli
h A[p]. In [39℄, S. 123, habe i
h die Unverträgli
hkeit derunbestimmten Bes
hreibung (ε-Operator) mit L
i
Dλ mit einem lä
herli
heinfa
hen Fixpunkt gezeigt.

92 Cf. [36℄, S. 385, theorem 8.1.
93 Falls Quines Neigungen in Vergessenheit geraten sein sollten, will i
h hierdaran erinnern:Intensions are 
reatures of darkness, and I shall rejoi
e with the reader whenthey are exor
ised ([44℄, p. 180.)I
h s
hätze mi
h glü
kli
h, in einer Zeit zu leben, in der si
h 
hristli
he Sorge um dasSeelenheil des Nä
hsten ni
ht mehr in der Form von Inquisition, Folter und S
heiter-haufen ausdrü
kt, bin mir aber ni
ht si
her, ob i
h dem Frieden trauen kann.
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h will hier ni
ht viel Aufhebens um den ε-Operator oder seinennahen Verwandten, den µ-Operator, ma
hen, sondern mi
h vor allem aufdie bestimmte Bes
hreibung, d.h. den ι-Operator konzentrieren, und dasni
ht zuletzt, weil si
h in den Beweis in [39℄, S. 126 f, ein hartnä
kigerDru
kfehler einges
hli
hen hat, den i
h hier korrigieren will.In [39℄ habe i
h u.a. die folgenden Unverträgli
hkeiten bewiesen:
L
i
Dλ ∪ {

∨

x(F[x] ∧
∧

y(F[y] → x = y)) ⇒ F[ιx F[x]]} ⊢ ⊥ , und
L
i
Dλ ∪ {

∨

xF[x],
∧

z1

∧

z2 (F[z1] � F[z2] → z1 = z2) ⇒ F[ιx F[x]]} ⊢ ⊥ .I
h folge dem Vorgehen in [39℄, S. 126, und verbessere nur die Dru
kfehler.Man nehme die Nennform
F :≡ ∗1 ∈̊{0, 1}̊� φ 6= ∗1 �

∧

y(y ∈̊{0, 1}̊� y < ∗1 → ¬(φ 6= y)) , 94wobei φ wie in [39℄ der Fixpunkt φ = ιx F[x] ist. Dur
h �-Beseitigungenergibt si
h daraus sofort F[ιx F[x]] ⇒ φ 6= ιx F[x]. Damit erhält man:
∨

x(x ∈̊{0, 1}̊� φ 6= x �

∧

y(y ∈̊{0, 1}̊� y < x → ¬(φ 6= y)) ⇒ φ 6= ιx F[x] .Das weitere Vorgehen ergibt si
h aus [39℄, S. 127, indem zuerst einmal dieoberste Formel auf dieser Seite (Zeile 4) dur
h
0 ∈̊{0, 1}̊, φ 6= 0,

∧

y(y ∈̊{0, 1}̊� y < 0 → ¬(φ 6= y)) ⇒ersetzt wird. Wie im Beweis von Proposition 3.4 in [39℄, S. 124, erhältman φ 6= 0 ⇒ und damit φ 6= 1 ⇒ . Das wiederum ergibt die Ersetzungder zweiten Formel auf S. 127 (Zeile 6) dur
h
⇒

∧

y(y ∈̊{0, 1}̊� y < 1 → ¬(φ 6= y)) .Mit ⇒ 1 ∈̊{0, 1}̊ und
1 ∈̊{0, 1}̊, φ 6= 1,

∧

y(y ∈̊{0, 1}̊� y < 1 → ¬(φ 6= y)) ⇒erhält man daraus dur
h einen S
hnitt φ 6= 1 ⇒, und damit einen Wider-spru
h.Damit wird erneut die Frage relevant, was dur
h den bestimmtenArtikel eigentli
h bezei
hnet wird, Wenn wir zum Beispiel von der lee-ren Menge spre
hen, spre
hen wir von ∅, d.h. λx(x 6= x), und/oder au
hvon λx(λ(x∈x) 6≡ ∅)? Die beiden sind glei
h, aber ni
ht identis
h.95 Eine
94 Das letzte y ersetzt das Nennzei
hen ∗1 in [39℄, S. 126.
95 Cf. [36℄, S. 376.



132 uwe petersenderartige Konstellation wird in den herkömmli
hen Ansätzen zum Pro-blem des Bezei
hnens gar ni
ht berü
ksi
htigt. Aber die Situation hateine au�allende Ähnli
hkeit mit derjenigen, die Hegel als seinen Aus-gangspunkt in der Wissens
haft der Logik mit den Begri�en Sein undNi
hts gewählt hat. Hegel beginnt mit der extensionalen Identität undintensionalen Ni
htidentität von zwei Begri�en � Sein und Ni
hts �und nutzt, von hier ausgehend, diesen intensionalen Unters
hied für eineGrundlegung von Kategorien aus. Kein Zweifel, Hegels Argumentationist ho�nungslos, aber die Idee, daÿ die uneinges
hränkte Begri�sbildung(�substantivierte Aussageform�) es o�ensi
htli
h unmögli
h ma
ht, Ob-jekte eindeutig zu bezei
hnen, und daÿ wir so dazu getrieben werden,weitere Verfeinerungen der Bestimmungen vorzunehmen, die aus inten-sionalen Unters
hieden gespeist werden, ist eine herausfordernde Kon-zeption, die bisher wohl kaum eine ernsthafte Bea
htung erfahren hat.Die Unvereinbarkeit von klassis
hen logis
hen Prinzipien (Tertium nondatur, Zusammenziehung), Extensionalität und Bes
hreibung mit unein-ges
hränkter Begri�sbildung mag dieser Idee ausrei
henden Na
hdru
kverleihen, um eine Fors
hung in Ri
htung intensionaler Bestimmungenzu motivieren. Die Einführung der Modalitäten in [36℄ war ein bewuÿ-ter Versu
h in diese Ri
htung. Allgemeiner formuliert, i
h ho�e, daÿ esmögli
h sein wird, die Gesetze intensionaler Entitäten wie der Modalität,Kausalität, usw. von den Strukturs
hluÿregeln der Gentzens
hen Logikgewissermaÿen �ablesen� zu können. Aber bis dahin ist no
h ein weiterWeg.10. Die Unverträgli
hkeit der klassis
hen InduktionAnders als bei den bisherigen Unverträgli
hkeitsresultaten lege i
h hierkein direktes Fixpunktergebnis vor, sondern nur einen Beweis der lin-ken Zusammenziehungsregel mithilfe der uneinges
hränkten Abstraktionund des klassis
hen Induktionss
hemas. Im Endergebnis läuft das aberauf dasselbe hinaus: Das klassis
he Induktionss
hema ist ni
ht mit deruneinges
hränkten Abstraktion verträgli
h.96
96 Dieses Ergebnis sollte vor dem Hintergrund einer Bemerkung wie der folgendengesehen werden:Es gibt [. . .℄ Beweisverfahren, die ganz unabhängig von irgendwel
hen Syste-men, denen sie einverleibt werden können, als gültig einsehbar sind. Zu ihnen
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h erklären, was mit dem Ausdru
k �klassis
he Induktion�gemeint ist. Wenn es einen Term X in der Spra
he einer Theorie Σ (inSequenzenformulierung) der Mengenlehre (oder höheren Logik) gibt, sodaÿ die folgenden (als Peano-Axiome bekannten) Bedingungen
⇒ 0∈X ,(X1)
s∈X ⇒ s′ ∈X ,(X2)
s∈X, 0 = s′ ⇒ ,(X3)
s∈X, t∈X, s′ = t′ ⇒ s = t ,(X4)
F[0],

∧

x(F[x] → F[x′]), s∈X ⇒ F[s](X5)
Σ-beweisbar sind, so sage i
h, daÿ Σ über klassis
he Induktion verfügt.97Mit X5 erhält man sofort das klassis
he Induktionss
hema

Γ ⇒ F[0] Γ, F[a] ⇒ F[a′]

s∈X, Γ ⇒ F[s]
(X5′)mit der übli
hen Variablenbedingung: Die Eigenvariable a darf ni
ht inder Untersequenz auftreten.Zusammenziehungen für s∈X-Formeln ergeben si
h als unmittelbareKonsequenz aus X1, X2, und X5:

⇒ 0∈X ⇒ 0∈X

⇒ 0∈X � 0∈X

a∈X ⇒ a′
∈X a∈X ⇒ a′

∈X

a∈X, a∈X ⇒ a′
∈X � a′

∈X

a∈X � a∈X ⇒ a′
∈X � a′

∈X
.

s∈X ⇒ s∈X � s∈XDer Bequemli
hkeit halber führe i
h eine abgekürzte S
hreibweise fürrelativierte Quantoren ein:
∧

xx F[x] :≡
∧

x(x∈X → F[x]) , und
∨

xx F[x] :≡
∨

x(x∈X � F[x]) .Weiterhin wird folgender Term benötigt:
B̊ :≡ λx(x ≡ 0 ∨

∨

xy(x ≡ y′)) .gehört etwa die vollständige Induktion[[.]] ([59℄, S 102.)
97 Man bea
hte, daÿ X1�X4 für X ≡ N̊ in L

i
D

Z

λ beweisbar sind. Mit anderenWorten, es geht eigentli
h nur um X5.
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h nun in L
i
Dλ beweisen:

⇒ 0∈B̊ ,(B1)
s∈X ⇒ s′ ∈B̊ ,(B2)
s∈B̊ ⇒ s∈X ,(B3)
s∈B̊ ⇒ s′ ∈B̊ ,(B4)
s∈B̊ ⇒ s∈B̊ � s∈B̊ .(B5)Die Beweise ma
hen keine S
hwierigkeiten. I
h zeige nur B3 und B5.

s∈X ⇒ s∈X ⇒ s′ ≡ s′

s∈X ⇒ s∈X � s′ ≡ s′

s∈X ⇒
∨

xy(s′ ≡ y′)

s∈X ⇒ s′ ≡ 0 ∨
∨

xy(s′ ≡ y′)
.

s∈X ⇒ s′ ∈B̊Unter Einsatz von B3 kann man folgendermaÿen fortfahren:
⇒ 0∈B̊ ⇒ 0∈B̊

⇒ 0∈B̊ � 0∈B̊

s ≡ 0 ⇒ s∈B̊ � s∈B̊

b∈X ⇒ b′ ∈B̊ b∈X ⇒ b′ ∈B̊

b∈X, b∈X ⇒ b′ ∈B̊ � b′ ∈B̊

b∈X, b∈X, s ≡ b′ ⇒ s∈B̊ � s∈B̊

b∈X, s ≡ b′ ⇒ s∈B̊ � s∈B̊

∨

xy(s ≡ y′) ⇒ s∈B̊ � s∈B̊

x ≡ 0 ∨
∨

xy(s ≡ y′) ⇒ s∈B̊ � s∈B̊
.

s∈B̊ ⇒ s∈B̊ � s∈B̊Um nun zeigen zu können, wie klassis
he Induktion mit uneinge-s
hränkter Abstraktion eingesetzt werden kann, um Zusammenziehungenzu erhalten, führe i
h den folgenden Term ein (wobei A diejenige Formelist, für die die Zusammenziehung gezeigt werden soll):
ρ̊A :≡ λx1x2

∧

y (̊〈0, λA〉̊∈y �

∧

xz (̊〈z′, λA ⊓ λA〉̊∈y) → 〈̊x1, x2 〉̊∈y) ,wobei eine inklusive (d.i. gegenüber Ersetzungen o�ene) Version ρA wiefolgt de�niert ist:
ρA :≡ λx1x2

∨

xy
∨

z (y = x1 � z = x2 �̊ 〈y, z〉̊∈ ρ̊A) .



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 135Damit erhalten wir unmittelbar:
⇒ 〈̊0, λA〉̊∈ρA , und
⇒ 〈̊s′, λA ⊓ λA〉̊∈ρA .Als einfa
he Folgerung davon und den Eigens
haften der Anwendung er-halten wir:
⇒ ρA[[0]] ⊆ λA, und
⇒ ρA[[s′]] ⊆ λA ⊓ λA.I
h zeige nur die erste:

⇒ 〈̊0, λA〉̊∈ρA a∈λA ⇒ a∈λA

〈̊0, λA〉̊∈ρA → a∈λA ⇒ a∈λA
∧

y (̊〈0, y〉̊∈ρA → a∈y) ⇒ a∈λA

a∈ρA[[0]] ⇒ a∈λA

⇒ a∈ρA[[0]] → a∈λA
.

⇒ ρA[[0]] ⊆ λADie andere Ri
htung erfordert eine gewisse �Eindeutigkeit� (Re
hts-eindeutigkeit), die eine wohlbekannte Konsequenz der Art und Weise ist,wie der Term ρ̊A de�niert ist:
⇒ λA ⊆ ρA[[0]] , und
⇒ λA ⊓ λA ⊆ ρA[[s′]] .I
h behandle nur den ersten Fall:

⇒ 0 = 0 ⇒ λA = λA

⇒ 0 = 0 � λA = λA

⇒ (0 = 0 � λA = λA) ∨
∨

xy(0 = y′
� λA = λA ⊓ λA)

.
⇒ 〈̊0, λA〉̊∈λx1x2 ((x1 = 0 � x2 = λA) ∨

∨

xy(x1 = y′
� x2 = λA ⊓ λA))Der einfa
heren Darstellbarkeit halber s
hreibe i
h in den beiden folgen-den Beweis�guren λA2 anstelle von λA ⊓ λA:
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c∈X ⇒ c′ = c′ ⇒ c′ = c′

c∈X ⇒ c∈X � c′ = c′ ⇒ λA2 = λA2

c∈X ⇒ c∈X � c′ = c′ � λA2 = λA2

c∈X ⇒
∨

xy(c′ = y′
� λA2 = λA2)

c∈X ⇒ (c′ = 0 � λA2 = λA) ∨
∨

xy(c′ = y′
� λA2 = λA2)

c∈X⇒〈̊c′, λA2〉̊∈λx1x2 ((x1 = 0 � x2 = λA)∨
∨

xy(x1 = y′
� x2 = λA2))

.
⇒

∧

xz (̊〈z′, λA2 〉̊∈λx1x2 ((x1 = 0 � x2 = λA)∨
∨

xy(x1 = y′
� x2 = λA2)))Unter Einsatz von X3 läst si
h dann zeigen:

b = λA ⇒ b = λA

0 = 0, b = λA ⇒ b = λA

0 = 0 � b = λA ⇒ b = λA

a∈X, 0 = a′ ⇒ b = λA

a∈X, 0 = a′, b = λA2 ⇒ b = λA
==========================
a∈X � 0 = a′

� b = λA2 ⇒ b = λA
∨

xy(0 = y′
� b = λA2) ⇒ b = λA

(0 = 0 � b = λA) ∨
∨

xy(0 = y′
� b = λA2) ⇒ b = λA

.
〈̊0, b〉̊∈λx1x2 ((x1 = 0 � x2 = λA) ∨

∨

xy(x1 = y′
� x2 = λA2)) ⇒ b = λAJetzt werden diese Ergebnisse in der folgenden Beweis�gur verwendet.Um die Darstellung zu erlei
htern, wird im folgenden ξ an die Stelle von

λx1x2 ((x1 = 0 � x2 = λA) ∨
∨

xy(x1 = y′
� x2 = λA ⊓ λA)) treten:

⇒ 〈̊0, λA〉̊∈ξ �

V

xz (̊〈z′, λA ⊓ λA〉̊∈ξ)

〈̊0, b〉̊∈ξ ⇒ b = λA a∈λA, b = λA ⇒ a∈b

a∈λA,̊ 〈0, b〉̊∈ξ ⇒ a∈b

a∈λA,̊ 〈0, λA〉̊∈ξ �

V

xz (̊〈z′, λA ⊓ λA〉̊∈ξ) → 〈̊0, b〉̊∈ξ ⇒ a∈b

a∈λA,
V

y (̊〈0, λA〉̊∈y �

V

xz (̊〈z′, λA ⊓ λA〉̊∈y) → 〈̊0, b〉̊∈y) ⇒ a∈b

a∈λA,̊ 〈0, b〉̊∈ρA ⇒ a∈b

a∈λA ⇒ 〈̊0, b〉̊∈ρA → a∈b

a∈λA ⇒
V

y (̊〈0, y〉̊∈ρA → a∈y)

a∈λA ⇒ a∈ρA[[0]]

⇒ a∈λA → a∈ρA[[0]]
.

⇒ λA ⊆ ρA[[0]]



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 137Damit erhält man unmittelbar:
⇒ ρA[[0]] = λA , und(10.1)
⇒ ρA[[s′]] = λA ⊓ λA.(10.2)Aus 10.2 wiederum erhält man sofort
ρA[[s′]] = λ⊤ ⇒ A � A(10.3)auf folgende Weise:
⇒ ρA[[s′]] = λA ⊓ λA

ρA[[s′]] = λ⊤ ⇒ λA ⊓ λA = λ⊤ λA ⊓ λA = λ⊤ ⇒ A � A
.

ρA[[s′]] = λ⊤ ⇒ A � ADas wird etwas weiter unten zur Anwendung kommen.Jetzt kann i
h zeigen, daÿ aus 10.1 und 10.2 mithilfe von X5′ Zusam-menziehungen folgen. Zuerst die �Induktionsbasis�:
⇒ 0∈B̊

⇒ ρA[[0]] = λA A ⇒ λA = λ⊤

A ⇒ ρA[[0]] = λ⊤
.

A ⇒ 0∈B̊ � ρA[[0]] = λ⊤Als nä
hstes kommt der �Induktionss
hritt�. In einem ersten S
hritt er-halten wir A, s∈B̊ , ρ[[s]] = λ⊤ ⇒ ρ[[s′]] = λ⊤ (um Platz zu sparen, lassei
h hier das indizierte A weg und s
hreibe einfa
h nur ρ):
⇒ρ[[0]] = λA A, λA = λ⊤⇒ρ[[0′]] = λ⊤

A, ρ[[0]] = λ⊤⇒ ρ[[0′]] = λ⊤

A, s≡ 0, ρ[[s]] = λ⊤⇒ ρ[[s′]] = λ⊤

ρ[[b′]] = λ⊤⇒ ρ[[b′′]] = λ⊤

s≡ b
′
, ρ[[s]] = λ⊤⇒ ρ[[s′]] = λ⊤

W

xy(s ≡ y′), ρ[[s]] = λ⊤⇒ ρ[[s′]] = λ⊤

A,
W

xy(s≡ y′), ρ[[s]] = λ⊤⇒ ρ[[s′]] = λ⊤
.

A, s∈B̊ , ρ[[s]] = λ⊤⇒ ρ[[s′]] = λ⊤Und weiter:
s∈B̊ ⇒ s′ ∈B̊ A, s∈B̊ , ρA[[s]] = λ⊤ ⇒ ρA[[s′]] = λ⊤

A, s∈B̊ , s∈B̊ , ρA[[s]] = λ⊤ ⇒ s′ ∈B̊ � ρA[[s′]] = λ⊤

A, s∈B̊ , ρA[[s]] = λ⊤ ⇒ s′ ∈B̊ � ρA[[s′]] = λ⊤
.

A, s∈B̊ � ρA[[s]] = λ⊤ ⇒ s′ ∈B̊ � ρA[[s′]] = λ⊤
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h Anwendung von X5′, ergibt das:
⇒ 0′

∈X

A ⇒ 0∈B̊ � ρA[[0]] = λ⊤ A, a∈B̊ � ρA[[a]] = λ⊤ ⇒ a′
∈B̊ � ρA[[a′]] = λ⊤

0′
∈X, A ⇒ 0′

∈B̊ � ρA[[0′]] = λ⊤

A ⇒ 0′
∈B̊ � ρA[[0′]] = λ⊤

.
A ⇒ ρA[[0′]] = λ⊤S
hlieÿli
h kommt ein S
hnitt mit 10.3 zur Anwendung:

A ⇒ ρA[[0′]] = λ⊤ ρA[[0′]] = λ⊤ ⇒ A � A
.

A ⇒ A � ADas ergibt dann Zusammenziehungen auf die übli
he Weise:
A ⇒ A � A

A, A, Γ ⇒ C

A � A, Γ ⇒ C
.

A, Γ ⇒ CDamit ist gezeigt, daÿ au
h die klassis
he Induktion ni
ht mit uneinge-s
hränkter Abstraktion verträgli
h ist.11. Die Unverträgli
hkeit des AuswahlaxiomsDie Unverträgli
hkeit des ε-Operators (mit dem klassis
hen ε-Axiom) vonAbs
hnitt 9 kann s
hon als Hinweis darauf gewertet werden, daÿ au
h dasAuswahlaxiom dur
h die uneinges
hränkte Abstraktion in Mitleidens
haftgezogen wird.I
h habe keinen Fixpunkt, der in unmittelbarer Weise das Auswahl-axiom zu Fall bringt, aber es ist bekannt, daÿ das Auswahlaxiom auf derBasis einer intuitionistis
hen Mengenlehre zur Beweisbarkeit des Tertiumnon datur führt.98 Dieses Argument kann der Situation der zusammen-ziehungsfreien Logik angepaÿt werden.99
98 Vgl. [3℄, S. 163, wo auf [9℄ verwiesen wird. Mir s
heint [20℄ jedo
h der Sa
henäher zu kommen.
99 Ein entspre
hendes Argument geht au
h für den Auswahloperator ε in derzusammenziehungsfreien Logik dur
h, aber das interessiert hier kaum, angesi
hts desFixpunktarguments in Abs
hnitt 9.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 139Die Form des Auswahlaxioms, die im intuitionistis
hen Fall zur An-wendung kommt, ist
∧

x(A[x] →
∨

y B[x, y]) →
∨

y
∧

x(A[x] → B[x, y[[x]]]) .Man kann lei
ht zeigen, daÿ das eine klassis
he Konsequenz des Auswahl-axioms in der Formulierung(11.1) ∧

x
∨

y(A[x] → B[x, y]) →
∨

y
∧

x(A[x] → B[x, y[[x]]])ist:
A[a] ⇒ A[a]

B[a, b], A[a] ⇒ B[a, b]

B[a, b], A[a] ⇒ B[a, b]

B[a, b] ⇒ A[a] → B[a, b]

B[a, b] ⇒
∨

y(A[a] → B[a, y])
∨

y B[a, y] ⇒
∨

y(A[a] → B[a, y])

A[a] →
∨

y B[a, y], A[a] ⇒
∨

y(A[a] → B[a, y])

A[a] →
∨

y B[a, y], A[a] ⇒ B[a, b],
∨

y(A[a] → B[a, y])

A[a] →
∨

y B[a, y] ⇒ A[a] → B[a, b],
∨

y(A[a] → B[a, y])

A[a] →
∨

y B[a, y] ⇒
∨

y(A[a] → B[a, y]),
∨

y(A[a] → B[a, y])

A[a] →
∨

y B[a, y] ⇒
∨

y(A[a] → B[a, y])
∧

x(A[x] →
∨

y B[x, y]) ⇒
∨

y(A[a] → B[a, y])
.

∧

x(A[x] →
∨

y B[x, y]) ⇒
∧

x
∨

y(A[x] → B[x, y])Das ist zwar kein intuitionistis
h gültiger Beweis, aber es geht ja nurdarum, eine Anwendung des klassis
hen Auswahlaxioms zu �nden, ausdem si
h intuitionistis
h das Tertium non datur beweisen läÿt.Für den Fall der zusammenziehungsfreien Logik mit uneinges
hränk-ter Abstraktion muÿ das no
h weiter abgewandelt werden. Die Form desAuswahlaxioms, die hier zur Anwendung kommt, sieht folgendermaÿenaus:(11.2) [
∧

x(A[x] →
∨

y B[x, y])]·2 →
∨

y[
∧

x(A[x] → B[x, y[[x]]∗])]·2 ,wobei s[[t]]∗ eine inklusive (gegenüber Ersetzungen o�ene) Version derAnwendung ist, die folgendermaÿen de�niert ist:
s[[t]]∗ :≡ λx

∧

y (̊〈t, y〉̊∈s∗ → x∈y) ,
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s∗ :≡ λx1x2

∨

y1

∨

y2 (x1 = y1 � x2 = y2 �̊ 〈y1, y2〉̊∈s)de�niert ist. Das ist so ausgelegt, daÿ(11.3) t1 = t2 ⇒ s[[t1]]
∗ = s[[t2]]

∗

L
i
Dλ-beweisbar ist. Wie im intuitionistis
hen Fall, handelt es si
h au
hbei 11.2 um eine klassis
he Konsequenz der allgmeinen Form 11.1:

V

x(A[x] → B[x, b[[x]]∗]) ⇒
V

x(A[x] → B[x, b[[x]]∗])
V

x(A[x]→B[x, b[[x]]∗]),
V

x(A[x]→ B[x, b[[x]]∗])⇒ [
V

x(A[x]→B[x, b[[x]]∗])]·2

V

x(A[x] → B[x, b[[x]]∗]) ⇒ [
V

x(A[x] → B[x, b[[x]]∗])]·2

V

x(A[x] → B[x, b[[x]]∗]) ⇒
W

y [
V

x(A[x] → B[x, y[[x]]∗])]·2

.
W

y
V

x(A[x] → B[x, y[[x]]∗]) ⇒
W

y [
V

x(A[x] → B[x, y[[x]]∗])]·2Um nun zu zeigen, daÿ 11.2 das Gesetz des Tertium non datur impli-ziert, führe i
h zuerst die folgenden beiden Terme ein:
θ :≡ λx(x = 0 ∨ A) , und
η :≡ λx(x = 1 ∨ A) .Nun lassen si
h lei
ht

∧

x
∨

y(x = θ ∨ x = η →
∨

y(y∈x)) , und(11.4)
∨

y
∧

x(x = θ ∨ x = η → y[[x]]∗ ∈x)(11.5)zeigen.Zu 11.4.
⇒ 0 = 0

⇒ 0 = 0 ∨ A

⇒ 0∈θ

a = θ ⇒ 0∈a

a = θ ⇒
∨

y(y∈a)

⇒ 1 = 1

⇒ 1 = 1 ∨ A

⇒ 1∈η

a = η ⇒ 1∈a

a = η ⇒
∨

y(y∈a)

a = θ ∨ a = η ⇒
∨

y(y∈a)

⇒ a = θ ∨ a = η →
∨

y(y∈a)
.

⇒
∧

x(x = θ ∨ x = η →
∨

y(y∈x))



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 141Zu 11.5: Mithilfe von 11.4 und dem Auswahlaxiom in der Form
∧

x(x = θ ∨ x = η →
∨

y(y∈x)) →
∨

y
∧

x(x = θ ∨ x = η → y[[x]]∗ ∈x)erhält man:
∨

y
∧

x(x = θ ∨ x = η → y[[x]]∗ ∈x) .Damit sind weiterhin die folgenden Sequenzen beweisbar:
A ⇒ θ = η ,(11.6)
a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ⇒ ¬A,(11.7)
a[[θ]]∗ ∈θ, a[[η]]∗ ∈η ⇒ a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ A,(11.8)
a[[θ]]∗ ∈θ, a[[η]]∗ ∈η ⇒ A ∨ ¬A,(11.9)
∨

y
∧

x(x = θ ∨ x = η → y[[x]]∗ ∈x) ⇒ A ∨ ¬A,(11.10)
⇒ A ∨ ¬A.(11.11)Zum Beweis betra
hte man der Reihe na
h:Zu 11.6. Das Ganze ist symmetris
h und i
h zeige nur die eine Ri
htung:

A ⇒ A

A, a = 0 ⇒ a = 1 ∨ A

A ⇒ A

A, A ⇒ a = 1 ∨ A

A, a = 0 ∨ A ⇒ a = 1 ∨ A

A, a∈θ ⇒ a∈η
.

A ⇒ a∈θ → a∈ηZu 11.7. Man nehme 11.6 und 11.3, d.h. die Mögli
hkeit, glei
he Termedur
h einander zu ersetzen:
A ⇒ θ = η θ = η ⇒ a[[θ]]∗ = a[[η]]

A ⇒ a[[θ]]∗ = a[[η]]
.

a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ⇒ ¬A
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0 = 1 ⇒

============================
a[[θ]]∗ = 0, a[[η]]∗ = 1, a[[θ]]∗ = a[[η]] ⇒

a[[θ]]∗ = 0, a[[η]]∗ = 1 ⇒ a[[θ]]∗ 6= [[η]]

a[[θ]]∗ = 0, a[[η]]∗ = 1 ⇒ a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ A A ⇒ a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ A
=======================================================

a[[θ]]∗ = 0 ∨ A, a[[η]]∗ = 1 ∨ A ⇒ a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ A
======================================= .

a[[θ]]∗ ∈θ, a[[η]]∗ ∈η ⇒ a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ AZu 11.9. Man nehme 11.8 und 11.7:
a[[θ]]∗ ∈θ, a[[η]]∗ ∈η ⇒ a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ A

a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ⇒ ¬A

a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ⇒ A ∨ ¬A A ⇒ A ∨ ¬A

a[[θ]]∗ 6= a[[η]]∗ ∨ A ⇒ A ∨ ¬A
.

a[[θ]]∗ ∈θ, a[[η]]∗ ∈η ⇒ A ∨ ¬AZu 11.10. Man nehme 11.9:
⇒ θ = θ ∨ θ = η a[[θ]]∗ ∈θ, a[[η]]∗ ∈η ⇒ A ∨ ¬A

=================================================
θ = θ ∨ θ = η → a[[θ]]∗ ∈θ, θ = θ ∨ θ = η → a[[η]]∗ ∈η ⇒ A ∨ ¬A
=================================================

[
∧

x(x = θ ∨ x = η → a[[x]]∗ ∈x)]·2 ⇒ A ∨ ¬A
.

∨

y [
∧

x(x = θ ∨ x = η → y[[x]]∗ ∈x)]·2 ⇒ A ∨ ¬A11.11 ist nun eine unmittelbare Folgerung aus 11.5 und 11.10 mithilfeeines S
hnitts.Da uneinges
hränkte Abstraktion ni
ht mit dem Gesetz des Terti-um non datur verträgli
h ist, ist damit au
h die Unverträgli
hkeit (einerForm) des (klassis
hen) Auswahlaxioms mit der uneinges
hränkten Ab-straktion gezeigt.12. Selbstbezügli
hkeit im Einsatz: die De�nition von ZWie die letzten vier Abs
hnitte zeigen, fordert die Zulassung der unein-ges
hränkten Abstraktion massive Eins
hränkungen an klassis
hen Prin-zipien, die grundsätzli
h über die Eins
hränkung der Logik hinausgehen,nämli
h:
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heidung von Glei
hheit und Identität;2. Preisgabe klassis
her Formen der Bes
hreibung;3. Preisgabe der klassis
hen Form der Induktion;4. Preisgabe des Auswahlaxioms.All diese Unverträgli
hkeitsresultate zeigen aus meiner Si
ht etwas an,nämli
h, daÿ mit der klassis
hen Lehrmeinung etwas ni
ht stimmt. Dieklassis
he Lehrmeinung suggeriert, wir könnten so s
hlieÿen, �als ob� wirvollständiges Wissen hätten (�Gottähnli
hkeit� oder �divinisimilitude�).Wir s
hlieÿen mit realen Annahmen, spra
hli
hen Gebilden, die ih-rerseits auf der Objektebene (evtl. kodiert) in Ers
heinung treten könnenund auf diese Weise Doppeldeutigkeit erzeugen. Wie tragen wir einer sol-
hen Rolle der Annahmen in Regeln für ein logis
hes S
hlieÿen Re
hnung?Das heiÿt im Falle der Zusammenziehungsregel, daÿ wir in gewisser Wei-se Bu
hhaltung führen über unseren Gebrau
h der Zusammenziehungs-regeln.100 Mit anderen Worten, ob wir in einem Beweis eine Annahmeein- oder zweimal gebrau
hen, soll im Endresultat erkennbar sein.Das Problem: Wie kann man über Annahmen glei
her Gestalt quan-ti�zieren? D.h., wie kann man ausdrü
ken, daÿ eine Formel A mehrmalsgebrau
ht wird, um zu B zu gelangen, ohne si
h dabei genau festlegen zumüssen, wie oft A tatsä
hli
h gebrau
ht wird?Man betra
hte die Reihe:
(A → B) ∨ (A � A → B) ∨ (A � A � A → B) ∨ . . . ,wobei � eine ni
ht-kontrahierende Konjunktion ist, d.h. es gilt ni
ht A →

A � A. Gesu
ht ist eine Mögli
hkeit, A �
nA für eine gewisse Form vonnatürli
hen Zahlen n so ausdrü
ken zu können, daÿ

A �
0A ↔ A

A �
1A ↔ A � A

A �
2A ↔ A � A � Ausw. gilt, um s
hlieÿli
h so etwas wie(12.1) (x)(x∈N → (A �

xA))oder(12.2) (Ex)(x∈N � (A �
xA → B))

100 Wer si
h an die lineare Logik aus der theoretis
hen Informatik erinnert fühlt,möge si
h dur
h Fuÿnote 100 auf S. 143 bestätigt sehen.
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x muÿ präzise gefaÿt wer-den, deshalb haben au
h die Quantoren hier eine intuitive Gestalt (x) und

(Ex), damit sie ni
ht mit den Symbolen eines formalen Systems verwe
h-selt werden.Dafür müssen eine paar neue De�nitionen eingeführt werden. Es gehtdarum, ausdrü
ken zu können, daÿ eine Formel no
h einmal zur Verfügungsteht. Dazu muÿ man aber in der Lage sein, über die Gültigkeit vonFormeln reden zu können, und dazu, wiederum, brau
ht man so etwaswie eine Wahrheitsde�nition. In einer typenfreien Logik erhält man daslei
ht:
λA∈{V} ↔ A.Natürli
h hat diese Wahrheitsde�nition ni
hts mit Wahrheit zu tun.101Alles was i
h damit vorhabe, beruht auf den folgenden Festsetzungen:

I :≡ {V} , und
sI :≡ s ⊓ I .Sie versetzen mi
h in die Lage, so etwas auszudrü
ken wie:

λA∈I ↔ A,

λA∈II ↔ A � A,

λA∈III ↔ A � A � A,usw. Das bringt mi
h meinem Ziel näher, wenn es mir gelingt, den Aus-dru
k A∈IIIII , zum Beispiel, mit �5 mal A� zu verknüpfen.Zu diesem Zwe
k de�niere i
h zunä
hst auf der Metaebene induktivdie Menge Ψ:
I ist ein Element von Ψ .Wenn x ein Element von Ψ ist, dann ist au
h xI ein Element von
Ψ .Dann stellt eine weitere induktive De�nition eine Korrespondenz her zwi-s
hen natürli
hen Zahlen und Elementen von Ψ:

101 I
h will ja gar ni
ht behaupten, daÿ Tarskis sogenannte Wahrheitsde�nitionein Etikettens
hwindel ist, aber es muÿ klar sein, daÿ i
h ni
ht viel Aufhebens ma
he,wenn es darum geht, auf der formalen Ebene eine allgemeine Äquivalenz zwis
hen einerAussage A und einer Aussage der Form sA ∈t herzustellen, wobei t ein fester Term istund die Gestalt des Terms sA von A abhängt. Es ist jedo
h zu bea
hten, daÿ TarskisVorgehen rekursiv ist; ansonsten aber ist es so unphilosophis
h, wie das, was i
h hiereingeführt habe.
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I ist das korrespondierende Ψ-Element zu 1.Wenn ñ das korrespondierende Ψ-Element zu der natürli
hen Zahl
n ist, dann ist ñI das korrespondierende Ψ-Element zu der natür-li
hen Zahl n′.Jetzt geht es natürli
h darum, diese Menge Ψ auf der Objektebenerepräsentieren zu können � und da kommt das Problem mit der Unend-li
hkeit herein.Wenn i
h sage, �da kommt das Problem mit der Unendli
hkeit her-ein�, so bedeutet das ni
ht, daÿ es ein Problem wäre, einen Term zu for-mulieren, der alle Elements von Ψ als Elemente enthält. Das Problem derUnendli
hkeit besteht darin, zeigen zu können, daÿ ein Term nur dieseObjekte als Elemente enthält.Die grundsätzli
he Idee für meinen Ansatz geht zurü
k auf den Beweisder aussagenlogis
hen Unvollständigkeit in S
hüttes [50℄, S. 238. S
hüttezeigt auf einfa
he Weise, daÿ in einer s
hnittfreien Logik mit den übli
henRegeln für die uneinges
hränkte Abstraktion die Formel

λx(x∈x)∈λx(x∈x)sofort als unents
heidbar eingesehen werden kann. Wegen der S
hnitt-eliminierbarkeit kann diese Formel nur dur
h einen ∈-S
hluÿ links oderre
hts gewonnen worden sein. In beiden Fällen aber führt diese Formelnur auf si
h selbst zurü
k:
λx(x∈x)∈λx(x∈x) ⇒

λx(x∈x)∈λx(x∈x) ⇒

⇒ λx(x∈x)∈λx(x∈x)
.

⇒ λx(x∈x)∈λx(x∈x)Eine kleine Variation dieser Überlegung führt nun zu meinem Ansatz.Und zwar bediene i
h mi
h der folgenden Formel:
λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A) .Diese Formel absorbiert, sozusagen, Antezedentformeln (also Annahmen)der Gestalt A:

λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A), A ⇒

(λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A)) � A ⇒
.

λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A) ⇒Auf der re
hten Seite
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⇒ λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A) ⇒ A

⇒ (λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A)) � A

⇒ λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A)ist die Situation im wesentli
hen wie im Fall von S
hüttes Formel: Manmuÿ die Formel s
hon bewiesen haben, um sie beweisen zu können (immerS
hnitteliminierbarkeit vorausgesetzt).Um eine einfa
he, gängige S
hreibweise zu haben, de�niere i
h:
γ̆[A] :≡ λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A) .Dann läÿt si
h die Formel

(λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A)) ↔ (λx((x∈x) � A)∈λx((x∈x) � A)) � Aeinfa
h als
γ̆[A] ↔ γ̆[A] � As
hreiben und man erkennt deutli
h den Fixpunkt
harakter. Ein S
hluÿ-s
hema der Gestalt

γ̆[A], A, . . . , A, Γ ⇒

γ̆[A], Γ ⇒läÿt si
h lei
ht (dur
h eine Induktion na
h der Anzahl der Vorkommnissevon A) als L
i
Dλ-herleitbar na
hweisen.Nun kann man einen Term formulieren, der na
hweisli
h alle natürli-
hen Zahlen als Elemente enthält:

Nγ :≡ λx
∧

y(0∈y � γ̆[
∧

z (z∈y → z′ ∈y)] → x∈y) .Das rei
ht aber ni
ht, um ein Induktionss
hema der folgenden Art
⇒ F[0] F[a] ⇒ F[aI ]

s∈Nγ ⇒ F[s]beweisen zu können, aus dem einfa
hen Grund, weil die re
hte Ober-sequenz in der folgenden S
hluÿ�gur keine Aussi
ht hat, jemals bewiesenwerden zu können:
⇒ 0∈λx F[x] ⇒ γ̆[

∧

z (z∈λx F[x] → z′ ∈λx F[x])]
.

s∈λx
∧

y(0∈y � γ̆[
∧

z (z∈y → z′ ∈y)] → x∈y) ⇒ F[s]In Anbetra
ht der obigen Überlegungen besteht keine Aussi
ht, jemals inder Lage zu kommen, γ̆[A] (in L
i
Dλ oder einer sinnvollen Erweiterungdavon) für irgendeine Formel A beweisen zu können. Aber die Situation
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ht ganz ho�nungslos. Es mag ni
ht mögli
h sein, die Gesamtheitder natürli
hen Zahlen auf diese Weise direkt so zu de�nieren, daÿ gewis-se Induktionsregeln bewiesen werden können, aber was mögli
h ist, ist,das Nγ zugrundeliegende S
hema für die De�nition eines Zwis
hentermsheranzuziehen, wel
her dazu dient eine Implikation auszudrü
ken, in derdas Vorderglied beliebig oft gebrau
ht werden kann, etwa in der Form
A � . . . � A → B ,d.h. es gibt eine Anzahl von Anwendungen von A als Annahme, die Bimpliziert, also eine s
hwa
he Implikation.Anders gesagt, mit γ̆[A] hat man zwar no
h keine Induktion, abereinen wesentli
hen Baustein dazu: die Mögli
hkeit auszudrü
ken, daÿ derInduktionss
hritt beliebig oft zur Verfügung steht, d.h. einen Ersatz fürZusammenziehungen einer bestimmten Form, erzeugt mithilfe der Selbst-bezügli
hkeit. Das ist aber ni
ht, wie im Fall der natürli
hen Zahlen, einTerm, sondern eine Formel. Zu diesem Zwe
k de�niere i
h den Term

Z :≡ λx
∧

y(I ∈y � γ̆[
∧

z (z∈y → zI
∈y)] → x∈y) .Für Z läÿt si
h nun zeigen, daÿ

⇒ I ∈Z , und
s∈Z ⇒ sI

∈Zin L
i
Dλ beweisbar sind.102 Somit gilt: wenn s ein Element von Ψ, so ist

s∈Z in L
i
Dλbeweisbar.Was aber von gröÿerer Bedeutung ist, ist die umgekehrte Ri
htung:Wenn ⇒ s∈Z in L

i
Dλ beweisbar ist, dann ist s ein Element von Ψ .Das läÿt si
h dur
h folgende Reihe von Überlegungen wahrs
heinli
hma
hen.103Wenn ⇒ s∈Z in L

i
Dλ beweisbar ist, so ist es si
her au
h

I ∈b, γ̆[
∧

z (z∈b → zI
∈b)] ⇒ s∈b ,und zwar aufgrund einer Eliminierung von logis
hen Konstanten. Wegender S
hnitteliminerbarkeit muÿ damit au
h

I ∈b,
∧

z (z∈b → zI
∈b), γ̆[

∧

z (z∈b → zI
∈b)] ⇒ s∈b

102 Vgl. [36℄, S. 388.
103 Eine etwas ausführli
here Beweisskizze �ndet si
h [36℄, S. 391. I
h will aberni
ht verhehlen, daÿ der Beweis, au
h wie er in [37℄, Abs
hnitt 132a, dargelegt ist,Lü
ken aufweist.
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L
i
Dλ-beweisbar sein. Das läÿt si
h dahingehend verallgemeinern, daÿ eseine natürli
he Zahl n derart geben muÿ, daÿ

I ∈b, [
∧

z (z∈b → zI
∈b)]·n ⇒ s∈b

L
i
Dλ-beweisbar ist, was wiederum darauf reduziert werden kann, daÿ eseine Reihe von Termen ξ1, . . . , ξn derart gibt, daÿ

I ∈b, ξ1∈b → ξI
1 ∈b, . . . , ξn∈b → ξI

n ∈b ⇒ s∈bin L
i
Dλ beweisbar ist. Aufgrund der Irreduzibilität von Formeln der Ge-stalt s∈b (b ist eine freie Variable) läÿt si
h sagen, daÿ jedes der ξi(i ∈ {1, . . . , n}) mit einem Element aus {I, . . . , ñ} identis
h sein muÿ. Da-mit erhält man dann, daÿ s ∈ {I, II, . . . , ñ} sein muÿ, d.h. s ∈ Ψ .13. Z-S
hlüsse, Notwendigkeit und s
hwa
he ImplikationWir haben festgestellt, daÿ ⇒ s∈Z nur dann L

i
Dλ-beweisbar ist, wenn

s ∈ Ψ. Wenn wir nun [A/s] für λA∈s s
hreiben, folgt daraus, daÿ dieS
hluÿregel
⇒ s∈Z ⇒ A

⇒ [A/s]in L
i
Dλ zulässig ist, d.h. zu den Grunds
hluÿregeln hinzugenommen wer-den kann, ohne daÿ neue Formeln beweisbar werden. Das sieht man fol-gendermaÿen. Wenn ⇒ s∈Z in L

i
Dλ beweisbar ist, dann ist s ein Elementvon Ψ, d.h. s ist entweder I oder es gibt ein Element t von Ψ derart, daÿ

s ≡ tI . Die Behauptung folgt dur
h eine meta-theoretis
he Induktion:Induktionsbasis:
⇒ A

.
⇒ [A/I]Induktionss
hritt: die Induktionsvoraussetzung ist

⇒ t∈Z ⇒ A
,

⇒ [A/t]d.h. man erhält ⇒ [A/t]. Da auÿerdem
⇒ [A/t] ⇒ A

⇒ [A/tI ]gilt, erhält man ⇒ [A/s] mit s ≡ tI .
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hritt.Was wir festgestellt haben, ist, daÿ aus der Beweisbarkeit von s∈Zund A auf die Beweisbarkeit von λA∈s ges
hlossen werden kann. Was istaber, wenn s∈Z nur unter Annahmen gezeigt werden kann, d.h. wenn nur
Γ ⇒ s∈Z (für ni
htleeres Γ ) beweisbar ist? Kann man dann das S
hema(Z) Γ ⇒ s∈Z ⇒ A

Γ ⇒ [A/s]widerspru
hsfrei als eine neue Grunds
hluÿregel zu L
i
Dλ hinzunehmen?Mit dieser Frage begeben wir uns in das eigentli
he Gebiet der spekulati-ven Logik: synthetis
h-aprioris
he Erkenntniserweiterung.Das System, das aus L

i
Dλ dur
h Hinzunahme von Z als Grunds
hluÿ-regel entsteht, soll L

i
D

Z
λ heiÿen. Was nun gezeigt werden kann, ist, daÿalle Anwendungen der Z-S
hluÿregel in L

i
D

Z
λ -Beweisen von Endsequen-zen der Form ⇒ s∈Z eliminiert werden können, d.h., wenn ⇒ s∈Z mit

Z-S
hlüssen L
i
D

Z
λ -beweisbar ist, so ist es au
h ohne Z-S
hlüsse, d.h. Li

Dλ-beweisbar.104 Mittels Kontraposition erhalten wir dann: Wenn die Se-quenz ⇒ s∈Z ni
ht in L
i
Dλ (also ohne Z-S
hlüsse) beweisbar ist, dannist sie es au
h mit Z-S
hlüssen ni
ht. Da die Sequenz ⇒ 0∈Z in L

i
Dλni
ht beweisbar ist, ist sie es also au
h ni
ht mit Z-S
hlüssen. Damit istgezeigt, daÿ Z-S
hlüsse widerspru
hsfrei zu L

i
Dλ hinzugenommen werdenkönnen. Es ist eine rein meta-logis
he Einsi
ht, die hier zur Anwendungkommt.Nun können wir das Problem der Formulierung eines Terms angehen,der uns eine Form der Induktion liefert. Wir ziehen Z zur De�nition desfolgenden Terms heran:

Π̆̊ :≡ λx(x∈Z �

∧

y([I ∈y ∧
∧

z (z∈y → zI
∈y)/x] → x∈y)) .O�ensi
htli
h gilt wie für Z, daÿ

⇒ I ∈Π̆̊ , und
s∈Π̆̊ ⇒ sI

∈Π̆̊

L
i
Dλ-beweisbar sind. Π̆̊ erlaubt nun eine Form der Induktion, derenGegenstand allerdings ni
ht Zahlen sind, sondern Elemente von Z, d.h.

I, II , III , . . . :

104 Der Beweis ist detaillierter ausgeführt in [37℄, Abs
hnitt 133b. I
h für
hteaber, daÿ der Beweis au
h dort no
h unzurei
hend ist.



150 uwe petersen(13.1) Γ ⇒ F[I] F[a] ⇒ F[aI ]
.

s∈Π̆̊ , Γ ⇒ F[s]Es sei in der folgenden Beweis�gur ξ :≡ λx1(C → F[x1]):
Γ ⇒ F[I]
=======
C ⇒ F[I]

⇒ C → F[I]

⇒ I ∈ξ

C ⇒ C F[a] ⇒ F[aI ]

C → F[a], C ⇒ F[aI ]

C → F[a] ⇒ C → F[aI ]
==================

a∈ξ ⇒ aI
∈ξ

⇒ a∈ξ → aI
∈ξ

⇒
∧

z (z∈ξ → zI
∈ξ)

⇒ I ∈ξ ∧
∧

z (z∈ξ → zI
∈ξ)

s∈Z ⇒ [I ∈ξ ∧
∧

z (z∈ξ → zI
∈ξ)/s]

Γ ⇒ C F[s] ⇒ F[s]

C → F[s], Γ ⇒ F[s]

s∈ξ, Γ ⇒ F[s]

s∈Z, [I ∈ξ ∧
∧

z (z∈ξ → zI
∈ξ)/s] → s∈ξ, Γ ⇒ F[s]

s∈Z,
∧

y([I ∈y ∧
∧

z (z∈y → zI
∈y)/s] → s∈y), Γ ⇒ F[s]

s∈Z �

∧

y([I ∈y ∧
∧

z (z∈y → zI
∈y)/s] → s∈y), Γ ⇒ F[s]

.
s∈Π̆̊ , Γ ⇒ F[s]Diese Induktion erlaubt no
h keine Seitenformeln, aber sie rei
ht aus,Zusammenziehungen für Formeln der Gestalt s∈Π̆̊ zu beweisen:(13.2) ⇒ I ∈Π̆̊ � I ∈Π̆̊ a∈Π̆̊ � a∈Π̆̊ ⇒ aI

∈ Π̆̊ � aI
∈Π̆̊

.
s∈Π̆̊ ⇒ s∈Π̆̊ � s∈Π̆̊Das erlaubt zumindest eine kleine Verstärkung von 13.1:(13.3) Γ ⇒ F[I] F[a], a∈Π̆̊ ⇒ F[aI ]

.
s∈Π̆̊ , Γ ⇒ F[s]Mit dieser Form der Induktion, die i
h au
h Protoinduktion genannthabe,105 lassen si
h nun die intuitiven Formulierungen 12.1 und 12.2 vomvorigen Abs
hnitt formal fassen. I
h beginne mit einem Begri� der Not-wendigkeit.

105 Z.B. in [36℄, S. 392.
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ksfähigkeit der uneinges
hränkten Abstraktion gestattetdie Formulierung eines Begri�s der Notwendigkeit, der die Intuition von12.1 symbolis
h erfaÿt dur
h(13.4) �A :≡
∧

x(x∈Z → [A/x]) ,in Worten etwa: λA∈x für jedes Element x von Z; d.h. es sieht fast soaus, als hätte i
h errei
ht, was i
h oben auf S. 143 als Ziel erklärt habe:eine Mögli
hkeit, über Annahmen glei
her Gestalt zu quanti�zieren.Tatsä
hli
h läÿt si
h einiges, aber ni
ht alles, Wüns
henswerte zeigen.Zunä
hst einmal kann �A ⇒ A s
hon ohne Z-S
hlüsse bewiesen werden:
⇒ I ∈Z

A ⇒ A

[A/I] ⇒ A

I ∈Z → [A/I] ⇒ A
.

∧

x(x∈Z → [A/x]) ⇒ ATatsä
hli
h läÿt si
h für jede natürli
he Zahl �A ⇒ A �
nA in L

i
Dλ be-weisen.Mit dem Einsatz von Z-S
hlüssen läÿt si
h weiterhin zeigen, daÿS
hlüsse na
h dem S
hema

⇒ A

⇒ �Aherleitbar sind:
⇒ A

a∈Z ⇒ [A/a]

⇒ a∈Z → [A/a]
.

⇒
∧

x(x∈Z → [A/x])Dann wird aber deutli
h, daÿ wir mit der De�nition 13.4 spätestensdann ni
ht weiter kommen, wenn es um das sogenannte K-Axiom geht:
�(A → B), �A ⇒ �B . Das sollte aus folgender Reduktion klar werden:

a∈Z → [A → B/a], a∈Z → [A/a], a∈Z ⇒ [B/a]
==============================================
∧

x(x∈Z → [A → B/x]),
∧

x(x∈Z → [A/x]), a∈Z ⇒ [B/a]
∧

x(x∈Z → [A → B/x]),
∧

x(x∈Z → [A/x]) ⇒ a∈Z → [B/a]
.

∧

x(x∈Z → [A → B/x]),
∧

x(x∈Z → [A/x]) ⇒
∧

x(x∈Z → [B/x])



152 uwe petersenEine Herleitung der obersten Sequenz kann Z ni
ht bieten. Das Problemist, daÿ Z no
h keine Induktion gestattet und au
h keine Zusammen-ziehungen für Formeln der Gestalt s∈Z, wie es in 13.2 für Formeln derGestalt s∈Π̆̊ formuliert wurde. Deshalb wende i
h mi
h folgender De�-nition zu:
�A :≡

∧

x(x∈ Π̆̊ → [A/x]) ,die vielverspre
hender ist, weil sie anstelle von Z den Term Π̆̊ hat, der,wie wir gesehen haben, dur
haus Induktionen ermögli
ht.Damit können wir nun tatsä
hli
h das K-Axiom beweisen. Anstellevon
a∈Z → [A → B/a], a∈Z → [A/a], a∈Z ⇒ [B/a]in der vorgehenden Reduktion erhalten wir nun

a∈Π̆̊ → [A → B/a], a∈Π̆̊ → [A/a], a∈Π̆̊ ⇒ [B/a]und können folgendermaÿen weiter reduzieren:
a∈Π̆̊ ⇒ a∈Π̆̊ [A → B/a], [A/a], a∈Π̆̊ ⇒ [B/a]

==================================================
a∈Π̆̊ → [A → B/a], a∈Π̆̊ → [A/a], a∈Π̆̊ , a∈Π̆̊ , a∈Π̆̊ ⇒ [B/a]
================================================== .

a∈Π̆̊ → [A → B/a], a∈Π̆̊ → [A/a], a∈Π̆̊ ⇒ [B/a]Was bleibt, ist nun eine Protoinduktion mit dem linken Ast:
A → B, A ⇒ B

====================
[A → B/I], [A/I] ⇒ [B/I]

[A → B/I] � [A/I] ⇒ [B/I]

⇒ [A → B/I] � [A/I] → [B/I]und dem re
hten Ast:
[A → B/a], [A/a] ⇒ [A → B/a] � [A/a]

[B/a] ⇒ [B/a] A → B, A ⇒ B

[B/a], A → B, A ⇒ [B/a] � B

[B/a], A → B, A ⇒ [B/aI ]

[A → B/a] � [A/a] → [B/a], [A → B/a], A → B, [A/a], A ⇒ [B/aI ]
====================================================

[A → B/a] � [A/a] → [B/a], [A → B/aI ], [A/aI ] ⇒ [B/aI ]

[A → B/a] � [A/a] → [B/a], [A → B/aI ] � [A/aI ] ⇒ [B/aI ]
.

[A → B/a] � [A/a] → [B/a] ⇒ [A → B/aI ] � [A/aI ] → [B/aI ]



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 153Mit anderen Worten, wir sind bei einem Begri� der T-Modalität an-gelangt � und das ohne irgendein Gerede von �mögli
hen Welten�, wiees in der analytis
hen Philosophie übli
h ist, au
h wenn es si
h dabeinur um algebrais
he Modelle handelt. Bei dem Begri� der Modalität, deni
h hier eingeführt habe, werden keinerlei Modelle zuhilfe genommen; eshandelt si
h um eine rein syntaktis
h eingeführte theoretis
he Konstante,wie es au
h die �-Konjunktion selbst ist, als deren Verallgemeinerung die
�-Notwendigkeit aufgefaÿt werden, so wie der ∧-Quantor eine Verallge-meinerung der ∧-Konjunktion darstellt.Das Verhältnis des Notwendigkeitsoperators zur klassis
hen Logikwird dur
h die L

i
D

Z
λ -Beweisbarkeit der beiden folgenden Sequenzen tref-fend 
harakterisiert:

�(A ∨ ¬A), A ⇒ �A,

�(A ∨ ¬A), �A → B ⇒ A → B .D.h. modale Unters
heidungen bre
hen für klassis
h beweisbare Formelnzusammen.Auf entspre
hende Weise läÿt si
h nun au
h 12.2 (s
hwa
he Implika-tion) auf der formalen Ebene erfassen:
A ⊃ B :≡

∨

x(x∈ Π̆̊ � ([A/x] → B)) .Damit erhält man dann beispielsweise:
A → B ⇒ A ⊃ B ,

A ⊃ B, A ⊃ (B → C) ⇒ A ⊃ C ,

�(A ∨ ¬A), A ⊃ B ⇒ A → B ,

A ⊃ B, �((A → B) → B) ⇒ B ,

A ⊃ B, �((A → B) → (C → B)) ⇒ C ⊃ B ,und S
hlüsse na
h folgenden S
hemata sind direkt ableitbar:
A, . . . , A, Γ ⇒ B

,
Γ ⇒ A ⊃ B

Γ ⇒ A Π ⇒ A ⊃ B
,

�Γ, Π ⇒ B

Γ ⇒ A B, Π ⇒ C
,

A ⊃ B, �Γ, Π ⇒ C

(A → B) ⇒ (C1 → (... → (Cn → B)...))
.

(A ⊃ B) ⇒ (C1 ⊃ (... ⊃ (Cn ⊃ B)...))
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hreibung neu gefaÿtDie Fixpunkteigens
haft für Termformen ist unverträgli
h mit dem be-stimmten Artikel in seiner klassis
hen axiomatis
hen Form. Das ist dieeine Seite. Die andere ist, daÿ die Ausdru
kskraft der mengentheoreti-s
hen Komprehension bzw. der Abstraktion im Rahmen einer klassis
henMengenlehre die Formulierung einer ganzen Reihe von Termen erlaubt, diefür den Beweis des ι-Axioms ausrei
hen.106 Angesi
hts der Widerspru
hs-freiheit von L
i
Dλ wird klar sein, daÿ da irgendwo eine Zusammenziehungverste
kt sein muÿ, die die völlige Übertragung des klassis
hen Ansatzesvereitelt. Damit ergibt si
h aber die Frage, wo genau geht ein Beweis des

ι-Axioms mit diesen De�nitionen ni
ht mehr dur
h und ist es mögli
h,für die anfallenden Zusammenziehungen einen Ersatz zu �nden bzw. siein anderer Weise zu integrieren, um ein modi�ziertes ι-Axiom zu erhalten?Natürli
h ist es mögli
h, daÿ eine Antwort auf diese Frage von der be-sonderen Gestalt des Terms abhängt, der zur Darstellung des bestimmtenArtikels in der höheren Logik hergenommen wird. Quine in [43℄, S. 147,gibt dem Term
λx

∨

y(x∈y �

∧

z (z = y ↔ F[z])) ,der die �waste 
ases� einheitli
h mit ∅ glei
hsetzt, den Vorzug. Es ist mirni
ht gelungen, 14.5 bei Zugrundelegung dieses Terms ohne den Gebrau
heiner Form der Extensionalität oder Zusammenziehung zu beweisen. Des-halb wäre es zumindest nötig, auf einen anderen Term wie etwa
λx

∨

y(x∈y � (F[y] ∧
∧

z (F[z] → y = z))auszuwei
hen, der mit Si
herheit weder Extensionalität no
h Zusammen-ziehung erfordert und ebenfalls die �waste 
ases� einheitli
h mit ∅ glei
h-setzt. Da i
h aber ni
ht an einer einheitli
hen Behandlung der �waste
ases� interessiert bin, zumindest jetzt no
h ni
ht, bin i
h besser dran,wenn i
h die Eindeutigkeitsbedingung ∧

z (F[z] → y = z) ganz fallen lasseund die folgende einfa
he De�nition heranziehe, die au
h s
hon in Quine[43℄, S. 149, zu �nden ist:
ιx F[x] :≡ λx

∨

y(x∈y � F[y]) .Unter klassis
hen Bedingungen, d.h. bei Verfügbarkeit von Zusammen-ziehungen, erhält man mit dieser De�nition das ι-Axiom auf einfa
he
106 Cf. [43℄, S. 147 �. Der Unters
hied zwis
hen den vers
hiedenen Formulierungenist die Behandlung der �waste 
ases�.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 155Weise. Aber au
h ohne Zusammenziehungen kommt man no
h ein ganzesStü
k weit. I
h führe eine Reihe wi
htiger S
hritte auf.
s∈ιx F[x], F[t],

∧

z1

∧

z2 (F[z1] � F[z2] → z1 = z2) ⇒ s∈t ,(14.1)
s∈t, F[t] ⇒ s∈ιx F[x] ,(14.2)
F[t],

∧

z1

∧

z2 (F[z1] � F[z2] → z1 = z2) ⇒ ιx F[x] = t ,(14.3)
s∈ιx F[x],

∧

y(F[y] → t = y) ⇒ s∈t ,(14.4)
F[t],

∧

y(F[y] → t = y) ⇒ ιx F[x] = t ,(14.5)
s∈t,

∧

y(F[y] ↔ t = y) ⇒ s∈ιx F[x] ,(14.6)
∧

y(F[y] ↔ t = y) ⇒ ιx F[x] = t .(14.7)Jede dieser Sequenzen kann lei
ht bewiesen werden. Aber da Zusammen-ziehungen tü
kis
h sein können, will i
h hier die beiden wi
htigsten, 14.2und 14.4 beweisen.Zu 14.2.
s∈t ⇒ s∈t F[t] ⇒ F[t]

s∈t, F[t] ⇒ s∈t � F[t])

s∈t, F[t] ⇒
∨

y(s∈y � F[y])
.

s∈t, F[t] ⇒ s∈ιx F[x]Zu 14.4.
F[b] ⇒ F[b] s∈b, t = b ⇒ s∈t

s∈b, F[b], F[b] → t = b ⇒ s∈t

s∈b, F[b],
∧

y(F[y] → t = y) ⇒ s∈t

s∈b � F[b],
∧

y(F[y] → t = y) ⇒ s∈t
∨

y(s∈y � F[y]),
∧

y (F[y] → t = y) ⇒ s∈t
.

s∈ιx F[x],
∧

y(F[y] → t = y) ⇒ s∈tBis hierher gibt es no
h ni
hts, was für die Widersprü
he von Ab-s
hnitt 9 verantwortli
h gema
ht werden könnte, d.h. es sind no
h keineZusammenziehungen aufgetreten. Es ist der letzte S
hritt auf dem Wegvon 14.5 zu
∨

x(F[x] �

∧

y(F[y] → x = y)) ⇒ F[ιx C[x]]



156 uwe petersenmithilfe eines S
hnittes mit einer Substitutionsformel der Gestalt 8.2, woZusammenziehungen erforderli
h werden, zumindest eine, immer voraus-gesetzt, daÿ F überhaupt eine Formel der ersten Stufe ist:
F[a],

∧

y(F[y] → a = y) ⇒ ιx F[x] = a [ιx F[x] = a]·n, F[a] ⇒ F[ιx F[x]]n S
hnitte, im wesentli
hen derselben Gestalt
[F[a]]·n, [

∧

y(F[y] → a = y)]·n, F[a] ⇒ F[ιx F[x]]Vertaus
hung(en) und Zusamenziehung(en)
F[a],

∧

y(F[y] → a = y) ⇒ F[ιx C[x]]

F[a] �

∧

y(F[y] → a = y) ⇒ F[ιx C[x]]
.

∨

x(F[x] �

∧

y(F[y] → x = y)) ⇒ F[ιx C[x]]Da dies die einzigen Zusammenziehungen im Beweis des ι-Axioms sind,müssen sie als Ursa
he der Unverträgli
hkeit des ι-Axioms mit der unein-ges
hränkten Abstraktion angesehen werden. Es ist der einzige Punkt, andem ein klassis
hes Prinzip zur Anwendung kommt. In Anbetra
ht von8.2 bedeutet das, daÿ die Anzahl der Substitutionen eine Rolle spielt, d.h.der Leitgedanke des Ressour
enbewuÿtseins rei
ht bis hierher.107Dann ist aber die Frage: Wie kann dem in einer zusammenziehungs-freien Logik Re
hnung getragen werden?I
h knüpfe an die obige Beweis�gur an, bevor die Zusammensetzungenzur Anwendung kommen. An die Stelle der Zusammensetzungen tretenfolgende S
hlüsse:
[F[a]]·n, [

∧

y(F[y] → a = y)]·n, F[a] ⇒ F[ιx F[x]]

[F[a]]·n+1, [
∧

y(F[y] → a = y)]·n ⇒ F[ιx F[x]]
====================================
F[a] �

nF[a], [
∧

y(F[y] → a = y)]·n ⇒ F[ιx F[x]]
.

∨

x(F[x] �
nF[x]), [

∧

y(F[y] → a = y)]·n ⇒ F[ιx F[x]]D.h. zu jeder Nennform F der ersten Stufe gibt es eine natürli
he Zahl nderart, daÿ die vorgehende Sequenz L
i
Dλ-beweisbar ist.

107 Dieser Punkt ist wi
htig im Hinbli
k auf die Mögli
hkeit einer Interpretationdes λ-Kalküls in einer zusammenziehungsfreien Logik wie etwa in Abs
hnitt 4 in [39℄.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 157Aufgrund der Mögli
hkeit, einen Begri� der Notwendigkeit � als eineunendli
he �-Konjunktion zu formulieren, der es zumindest gestattet, ei-ne Akkumulation von glei
hgestaltigen Antezedentformeln auszudrü
ken,kann der vorgehende Ersatz weiterentwi
kelt werden.Es sei F wie oben. Dann sind Sequenzen der folgenden Gestalt L
i
Dλ-beweisbar:

∨

x� F[x], �
∧

z1

∧

z2 (F[z1] � F[z2] → z1 = z2) ⇒ F[ιx F[x]] ,
∨

x�(F[x] �

∧

y(F[y] → x = y)) ⇒ F[ιx F[x]] ,
∨

x�
∧

y(F[y] ↔ x = y) ⇒ F[ιx F[x]] .Das Vorgehen ist für jede der drei Sequenzen im wesentli
hen dasselbe;i
h bes
hränke meine Aufmerksamkeit auf die zweite. I
h setze mit derzweiten Zeile der vorigen Beweis�gur an:
[F[a]]·(n+1), [

∧

y(F[y → a = y)]·n ⇒ F[ιx F[x]]

[F[a]]·(n+1), [
∧

y(F[y → a = y)]·(n+1) ⇒ F[ιx F[x]](n+1) � -Einführungen, mögli
herweise mit Vertaus
hungen
[F[a] �

∧

y(F[y → a = y)]·(n+1) ⇒ F[ιx F[x]] �
�(F[a] �

∧

y(F[y → a = y)) ⇒ F[ιx F[x]]
.

∨

x�(F[a] �

∧

y(F[y → a = y)) ⇒ F[ιx F[x]]In dem mit � gekennzei
hneten S
hluÿ kommt 1i aus [38℄, S. 670, zurAnwendung.Tatsä
hli
h lassen si
h die obigen S
hemata s
hon für die L
i
Dλ-Be-weisbarkeit zeigen. S
hema 1i aus [38℄, S. 670, das eine Art von �-Ein-führung links darstellt, kann ohne den Gebrau
h von Z-S
hlüssen gezeigtwerden, d.h. ist s
hon L

i
Dλ-beweisbar; und mehr wird von � in demobigen Beweis ni
ht gebrau
ht. Das bringt allerdings wenig, da es in L

i
Dλunmögli
h ist, eine Formel der Gestalt �A zu beweisen.108 Das ist eineents
heidende Änderung für � in L

i
D

Z
λ .

108 Da die S
hnittregel in LiDλ eliminierbar ist, kann die LiDλ-Beweisbarkeit von
�A auf die einer Formel der Gestalt γ̆[A] zurü
kgeführt werden. Letztere kann jedo
hniemals LiDλ-beweisbar sein, wie aus Proposition 132.21 in [37℄ hervorgeht.



158 uwe petersenDamit ergeben si
h die folgenden S
hluÿs
hemata als L
i
D

Z
λ -herleitbar,sofern F eine Nennform der ersten Stufe ist:

Γ ⇒
∨

x� F[x] F[a], F[b], Π ⇒ a = b
,

Γ, �Π ⇒ F[ιx F[x]]

Γ ⇒ F[s] F[a], Π ⇒ s = a
.

�Γ, �Π ⇒ F[ιx F[x]]Auf diese Weise erhält man einen dur
haus brau
hbaren Ersatz für denbestimmten Artikel.Angesi
hts des Zwis
henergebnisses
[F[a]]·(n+1), [

∧

y(F[y → a = y)]·(n+1) ⇒ F[ιx F[x]]bietet si
h jedo
h no
h eine andere Version an, die den Vorteil einer ver-trauten Form hat. In der klassis
hen Formulierung wird die→-Implikationdur
h die s
hwa
he Implikation ⊃ ersetzt:
∨

xF[x] �

∧

z1

∧

z2 (F[z1] � F[z2] → z1 = z2) ⊃ F[ιx F[x]] ,
∨

x(F[x] �

∧

y(F[y] → x = y)) ⊃ F[ιx F[x]] ,
∨

x
∧

y(F[y] ↔ x = y) ⊃ F[ιx F[x]] .Das ergibt si
h lei
ht aus folgender Variation der letzten Beweis�gur:
⇒ ñI

∈Π̆

[F[a] �

∧

y(F[y → a = y)]·(n+1) ⇒ F[ιx F[x]]

[F[a] �

∧

y(F[y → a = y)/ñI ] ⇒ F[ιx F[x]]

⇒ [F[a] �

∧

y(F[y → a = y)/ñI ] → F[ιx F[x]]

⇒ ñI
∈Π̆ � ([F[a] �

∧

y(F[y → a = y)/ñI ] → F[ιx F[x]])
,

⇒
∨

x(x∈Π̆ � ([F[a] �

∧

y(F[y → a = y)/ñI ] → F[ιx F[x]]))wobei natürli
h, wie immer, F eine Nennform der ersten Stufe sein muÿ.15. Induktion neu gefaÿtDie s
hwa
he Implikation versetzt uns au
h in die Lage, eine De�nitionder natürli
hen Zahlen anzugeben:
N̊ :≡ λx

∧

y(0∈y ∧
∧

z (z∈y → z′ ∈y) ⊃ x∈y) ,



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 159wobei˚anzeigen soll, daÿ es si
h hier um einen exklusiven Term in demSinne handelt, daÿ die Elemente von N̊ wirkli
h nur 0, 0′, . . . sind, undni
ht au
h ihnen glei
he Terme anderer Gestalt.
N̊ erlaubt die Formulierung eines Induktionss
hemas.109 S
hlüssena
h folgenden S
hemata sind L

i
D

Z
λ -herleitbar, sofern die freie Variable ani
ht in der Untersequenz auftritt:

Γ ⇒ F[0] F[a], a∈N̊ , n Γ ⇒ F[a′]
.

s∈N̊ , �Γ ⇒ F[s]Das erlaubt au
h eine doppelte Induktion in der Form:
a∈N̊ , Γ ⇒ F[a, 0]

∧

x F[x, b], a∈N̊ , b∈N̊ , Γ ⇒ F[a, b′]
.

s∈N̊ , t∈N̊ , �Γ ⇒ F[s, t]In Abs
hnitt 7 hatten wir gesehen, daÿ alle rekursiven Funktionenin L
i
Dλ dargestellt werden können. Was dort jedo
h ni
ht mögli
h war,war zu zeigen, daÿ sie au
h total sind, d.h. für alle Argumente aus dennatürli
hen Zahlen au
h Werte in den natürli
hen Zahlen haben. Jetztkönnen wir zumindest für alle primitiv-rekursiven Funktionen die Totali-tät na
hweisen.Das rei
ht, um die primitiv-rekursive Arithmetik PRA in L

i
D

Z
λ zuinterpretieren. Ein entspre
hendes Ergebnis kann in [37℄ oder au
h [38℄na
hgelesen werden.Es rei
ht aber ni
ht, wie im klassis
hen Fall, für eine vers
hränkteInduktion, d.h. eine Induktion der Form

Γ ⇒ F[0, b] F[a, t1], Π ⇒ F[a′, 0] F[a, t2], F[a′, b], Ξ ⇒ F[a′, b′]
.

Γ, Π, Ξ ⇒ F[s, t]Das kann man si
h an Hand folgender Beweis�guren deutli
h ma
hen.Mit dem klassis
hen S
hema der Induktion erhält man:
109 Das ist der ganze Sinn und Zwe
k des exklusiven Terms.
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Γ ⇒ F[0, b]

Γ ⇒
∧

y F[0, b]

F[a, t1] ⇒ F[a′, 0]
∧

y F[a, y] ⇒ F[a′, 0]

F[a, t2], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]
∧

y F[a, y], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]
∧

y F[a, y] ⇒ F[a′, c]
∧

y F[a, y] ⇒
∧

y F[a′, y]

Γ ⇒
∧

y F[s, y]
.

Γ ⇒ F[s, t]Das Problem ist die Induktion im re
hten Ast. Alles was man in L
i
D

Z
λerhält, ist:

F[a, t1] ⇒ F[a′, 0]
∧

y F[a, y] ⇒ F[a′, 0]

F[a, t2], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]
∧

y F[a, y], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]

�
∧

y F[a, y] ⇒ F[a′, c]
.

�
∧

y F[a, y] ⇒
∧

y F[a′, y]Das eignet si
h aber ni
ht mehr für die zweite Induktion. Was hier fehlt,ist ein verstärkter Notwendigkeitsoperator , der folgenden S
hluÿregelngehor
ht:
�nA, Γ ⇒ C

A, Γ ⇒ C
und �nΓ ⇒ C

.
Γ ⇒ CDamit lieÿe si
h eine vers
hränkte Induktion folgendermaÿen auf einfa
heInduktionen zurü
kzuführen:

⇒ F[0, b]

⇒
∧

ẙ F[0, y]

⇒
∧

ẙ F[0, y]

⇒ F[a′, 0]

b∈N̊ ⇒ Z[b]∈N̊ F[a, Z[b]], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]

b∈N̊ , Z[b]∈N̊ → F[a, Z[b]], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]

b∈N̊ ,
∧

ẙ F[a, y], F[a′, b] ⇒ F[a′, b′]

c∈N̊ , �
∧

ẙ F[a, y] ⇒ F[a′, c]

�
∧

ẙ F[a, y] ⇒
∧

ẙ F[a′, y]
∧

ẙ F[a, y] ⇒
∧

ẙ F[a′, y]

s∈N ⇒
∧

ẙ F[s, y]

s∈N ⇒
∧

ẙ F[s, y]
.

s∈N, t∈N ⇒ F[s, t]



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 161In [39℄ habe i
h auf den Seiten 136�159 eine Mögli
hkeit vorgestellt,einen sol
hen verstärkten Notwendigkeitsoperator zu de�nieren, die imwesentli
hen auf dem Verfahren aufbaut, das i
h s
hon für die Z-Erwei-terung eingesetzt habe. Damit lassen si
h dann au
h 2-Rekursionen dar-stellen.Die glei
he S
hwierigkeit tau
ht aber wieder auf, wenn es um einedreifa
h vers
hränkte Induktion geht. Das Verfahren, das i
h in [39℄ be-s
hrieben habe, läÿt si
h jedo
h entspre
hend erweitern, was dann zu einerHierar
hie der (mathematis
hen) Induktionen führt, die ihrerseits wiederin eine entspre
hende Hierar
hie der Rekursionen mündet. Es steht zuerwarten, daÿ ein Widerspru
hsfreiheitsbeweis für die n-fa
h vers
hränk-te Induktion eine Induktion bis ωn erfordert, d.h. man erhält folgendeHierar
hie für Rekursionen:1-Rekursion: ωω oder, anders gesagt, ω12-Rekursion: ωωω oder, anders gesagt, ω2...Dann stellt si
h aber die Frage na
h einem Abs
hluÿ dieser Hierar-
hie. Ni
ht zuletzt deshalb habe i
h einen Ersatz für die Bes
hreibungeingeführt, um mit dem µ-Operator in der Lage zu sein, die De�nitions-struktur für allgemein rekursive Funktionen na
hvollziehen zu können.Die ents
heidende Frage ist, ob si
h damit der Begri� der allgemein re-kursiven Funktion für die zusammenziehungsfreie Logik einführen läÿt.Das ist eine o�ene Frage, aber es s
heint mir, insbesondere angesi
hts derinversen Chur
h-Turing-These, eine Frage von eminenter metaphysis
herBedeutung zu sein.16. AusklangMetaphysik im Ans
hluÿ an Kant und Hegel ist ein Projekt das si
h alsAbleitung der Denkbestimmungen aus einer Fakultät des Logis
hen kenn-zei
hnen läÿt. Das bedeutet, daÿ Denkbestimmungen als logis
he Enti-täten de�niert und ihre Eigens
haften innerhalb einer (höheren) Logikbewiesen werden. Das ist es, was Metaphysik zur Logik ma
ht, und zwarzu einer spekulativen Logik, d.h. zu einer Logik, die immer wieder �dur
h Totalisierungen, die auf ihren eigenen Berei
h abzielen � über si
hselbst hinausgeht.



162 uwe petersenDas zentrale Problem einer Metaphysik als einer spekulativen Logikist, mehr no
h als in Freges Unterfangen einer logis
hen Grundlegung desBegri�s der Zahl, die Klärung der Frage: �Wie kommen die leeren Formender Logik dazu, aus si
h heraus sol
hen Inhalt zu gewinnen?�110Mein grundsätzli
her Ansatz zur Beantwortung dieser Frage undglei
hzeitig der Ausgangspunkt für meinen Versu
h einer Begründung derMetaphysik dur
h logis
he Analyse der Selbstbezügli
hkeit ist dur
h dasAuftreten der Paradoxien in den Grundlagen der Logik, Semantik undMengenlehre gegeben. Sie haben Freges ursprüngli
hes Unterfangen einerlogis
hen Grundlegung der Arithmetik zuni
hte gema
ht, aber glei
hzeitigeinen neuen Weg für eine logis
he Grundlegung der Dialektik und speku-lativen Philosophie gewiesen, indem sie zeigen, daÿ s
hon die elementarenBausteine der (höheren) Logik, Abstraktion und Prädikation, Widersprü-
he erzeugen. Au
h wenn Poin
aré dem ni
hts Positives abgewinnen konn-te, er hat den Nagel auf den Kopf getro�en: � [[L]]a Logistique n'est plusstérile, elle engendre l'antinomie.�111 Was auf der Grundlage der klassi-s
hen Logik nur als Antinomie in Ers
heinung treten kann, wird in derspekulativen Logik zum Gegenstand einer Untersu
hung gema
ht. Die Be-ziehungen widersprü
hli
her Begri�e untereinander, die Mögli
hkeit, aufder Grundlage selbstbezügli
her Begri�sbildungen Hierar
hien zu de�nie-ren und über sie zu totalisieren, wie das etwa im Fall von Z ges
hieht, stel-len eine Quelle mögli
her Inhalte für logis
he Einsi
ht dar. Damit werdenwahrheitskonservierende Erweiterungss
hlüsse ohne Rü
kgri� auf äuÿereErfahrung mögli
h.Das bedeutet, daÿ die uneinges
hränkte Abstraktion, wie sie erstmalsvon Frege in die Logik eingeführt wurde, einen der beiden E
kpfeiler derMetaphysik als einer spekulativen Logik darstellt. Der andere E
kpfeilerist eine Eins
hränkung der klassis
hen Logik, die nötig wird, wenn manin konsistenter Weise mit uneinges
hränkter Abstraktion, und mit derdaraus resultierenden Fixpunkteigens
haft und ihren Widersprü
hen, ar-beiten will. Darüber hinaus ist die spekulative Logik dur
h eine extremeSparsamkeit ihrer theoretis
hen Konstanten gekennzei
hnet. Idealerweisesollte neben der uneinges
hränkten Abstraktion nur eine Form der Inklu-sion eingeführt werden. Hö
hstens no
h die Identität, oder, alternativ, diePrädikation soll zu den Grundzei
hen gehören.
110 [14℄, S. 22.
111 [41℄, S. 316.



BEGRÜNDUNG DER METAPHYSIK 163In diesem Sinne habe i
h auf den vorhergehenden Seiten versu
ht,einen Einbli
k in die Mögli
hkeiten zu geben, die si
h erö�nen, wennman die dogmatis
he Haltung des logis
hen Empirismus und seiner Tra-dition aufgibt und eine unbes
hränkte Begri�sbildung mit ihren Typen-vermengungen zuläÿt. Die Eins
hränkung der Logik, die das ermögli
ht,zielt auf den Umgang mit Annahmen beim S
hlieÿen ab. Klassis
hesS
hlieÿen erlaubt u.a. das Zusammenziehen von Annahmen derselben Ge-stalt, d.h. eine Annahme A, die im Verlauf eines Beweises mehrmals ge-brau
ht wird, kann so behandelt werden, als ob sie nur ein einziges Malgebrau
ht wird. Das verträgt si
h ni
ht mit Typenvermengungen. MitTypenvermengungen kommt Ambiguität, und mit der Ambiguität verlie-ren wir das, was gemeinhin als Voraussetzung für sinnvolles S
hlieÿen gilt:Stabilität der Aussagen.112 Sinnvolles S
hlieÿen ohne Stabilität der Aus-sagen ist jedo
h mögli
h, wenn Zusammenziehungen aufgegeben werden.Hier kündigt si
h an, wie wi
htig für das spekulative Denken die Rollevon Annahmen im S
hlieÿen ist. Es ist ni
ht eine besondere Form desSatzes, etwa der spekulative Satz, wie Hegel meinte, wodur
h si
h speku-latives Denken vom klassis
hen abhebt, sondern eine besondere Form desS
hlieÿens. Spekulative Logik kann geradezu als Wissens
haft der Dy-namik von Annahmen im logis
hen S
hlieÿen gelten. Die Aufgabe fürdie Metaphysik als einer spekulativen Logik besteht dann darin, in die-ser Dynamik die 
harakteristis
hen Gesetze von Kategorien dingfest zuma
hen.113 Wohlgemerkt, die Gesetze, ni
ht die Kategorien selbst, sollendingfest gema
ht werden. Das heiÿt, auf der formalen Ebene sollen Objek-te de�niert werden, die gerade jene Gesetzmäÿigkeiten erfüllen, die vonKategorien erwartet werden; so wie etwa die Folge ∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . .der von Neumann's
hen De�nition der natürli
hen Zahlen die Gesetzeder Arithmetik erfüllt. Das läÿt si
h natürli
h ni
ht so ohne weiteres aufauÿer-mathematis
he Berei
he übertragen: Axiomatis
he Formulierungenkategorialer Begri�e sind rar. Da tri�t es si
h gut, daÿ die Axiomensy-steme der modalen Logik eine Ausnahme darstellen: Mit der Erweite-rung von L
i
Dλ dur
h Z-S
hlüsse werden nämli
h Gesetze ableitbar, die

112 Vgl. [42℄, S. 462, zum Beispiel.
113 Man
h ein Philosoph wird hier Einspru
h erheben wollen: Es darf ni
ht alsausgema
ht gelten, daÿ Kategorien überhaupt Gesetzen gehor
hen. Es werden wohljene Philosophen sein, die si
h in ihrem angestammten Berei
h bedroht fühlen, sobaldsie verbindli
h angeben sollen, wel
hen Ursprung ihre Einsi
hten haben. Wenn es na
hihnen ginge, gäbe es weder eine moderne Physik no
h eine moderne Logik.
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h als Gesetze der T-Modalität und einer s
hwa
hen Implikationidenti�ziert werden können. Diese Gesetze ermögli
hen es au
h, die De�-nitionsglei
hungen der primitiv-rekursiven Funktionen zu beweisen; damitwird der S
hritt von einer zi�ernweisen Repräsentierbarkeit der primitiv-rekursiven (d.i. 1-rekursiven) Funktionen zu einer formalen Beweisbarkeitihrer De�nitionsglei
hungen auf der Ebene der Objekttheorie vollzogen.Dieser Ansatz läÿt si
h s
hrittweise so erweitern, daÿ die De�nitionsglei-
hungen der k-rekursiven Funktionen für jedes k > 1 (k ∈ N) beweisbarwerden.114 Auf diese Weise ist die Metaphysik als spekulative Logik mitder Grundlegung der Mathematik aufs engste verknüpft.Was bleibt, ist die Frage, ob und wie dieser Ansatz fortgeführt werdenkann, um mehr als nur modale Kategorien zu gewinnen. Die Fixpunktkon-struktionen, die bisher zur Anwendung gekommen sind, zielen darauf ab,eine Akkumulation von Formeln derselben Gestalt ausdrü
ken zu können.Es steht ni
ht zu erwarten, daÿ si
h auf diese Weise jemals etwas ande-res als ein Notwendigkeitsbegri� ergibt. Der Ausweg wird sein, si
h ni
htnur auf den Auss
hluÿ von Zusammenziehungen zu bes
hränken, sondernden einmal einges
hlagenen Weg au
h auf weitere Strukturs
hluÿregeln,insbesondere etwa Vertaus
hungen, auszudehnen. Dazu wird man aberParadoxien betra
hten müssen, die neben Zusammenziehungen au
h aufsigni�kante Weise Vertaus
hungen involvieren.Bei alldem muÿ klar sein, daÿ es si
h hier um eine Aufgabe han-delt, die si
h mit den übli
hen Mitteln der philosophis
hen Argumentationni
ht bewältigen läÿt. Deshalb habe i
h der formal-logis
hen Behandlungso viel Raum gegeben. Es brau
ht mehr als nur s
höne Worte, um ausder Hegels
hen Idee der Metaphysik als einer spekulativen Logik etwas zuma
hen, das die Bezei
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